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Uvod

Linearna koneksija je jedan od fundamentalnih objekata u diferencijalnoj geometriji jer
slu�i za diferenciraǌe i paralelizam na mnogostrukostima, kao i za definisaǌe tenzora
krivine koji mere zakrivǉeǌe mnogostrukosti. Postoje razne podele linearnih koneksija,
a jedna od osnovnih je na simetriqne (ili koneksije bez torzije) i na nesimetriqne (ili
koneksije sa torzijom). Tenzor torzije opisuje naqin na koji se koneksija razlikuje od
simetriqne koneksije, kao i ponaxaǌe vektora pri paralelnom pomeraǌu u zakrivǉenim
mnogostrukostima. U teoriji relativnosti torzija slu�i za opisivaǌe unutraxǌeg ugaonog
momenta.

Na svakoj diferencijabilnoj mnogostrukosti se mo�e definisati linearna koneksija, a u
radovima [4, 39] su razmatrana pitaǌa o broju koneksija na razliqitim mnogostrukostima.
Me�utim, na Rimanovoj mnogostrukosti postoji jedinstvena simetriqna koneksija kompa-
tibilna sa metrikom, koja se naziva Levi-Qivita. U prouqavaǌu koneksija sa torzijom i
nemetriqkih koneksija bez torzije, qesto se polazi od Levi-Qivita koneksije.

A. Ajnxtajn je 1916. god. objavio rad [40] o Opxtoj teoriji relativnosti, koji je uticao
na uopxtavaǌe Rimanovih mnogostrukosti. Naime, najpre je H. Vejl 1918. oslabio uslov
metriqnosti koneksije [128], tako xto je posmatrao linearnu koneksiju qiji kovarijantni
izvod metriqkog tenzora nije jednak nuli. Zatim je E. Kartan uveo tenzor torzije 1922.
god. [9] i prouqavao ga u teoriji relativnosti [10]. Na ovaj naqin je zapravo predlo�io
modifikaciju Ajnxtajnove opxte teorije relativnosti, koja xezdesetih godina proxlog
veka dobija ime Ajnxtajn-Kartanova teorija. Ova teorija povezuje torziju sa unutraxǌim
ugaonim momentom (tj. spinom) materije.

Dve godine nakon uvo�eǌa tenzora torzije, u radu [104] je odre�en opxti oblik koneksije
sa torzijom, a u radu [43] je definisana polu-simetriqna koneksija preko specijalnog oblika
tenzora torzije. Kasnije je definisana i qetvrt-simetriqna koneksija [46], kao i mnoge
druge koneksije.

Sa ciǉem stvaraǌa Jedinstvene teorije poǉa koja bi obuhvatila gravitaciono i elek-
tromagnetno poǉe, Ajnxtajn je u svojim radovima prvo poqeo da koristi kompleksan osnovni
metriqki tenzor, qiji je realni deo simetriqan, a imaginarni anti-simetriqan, a zatim
je koristio realan nesimetriqni osnovni metriqki tenzor. Nakon toga, L. P. Ajzenhart
je definisao generalisane Rimanove mnogostrukosti preko nesimetriqnog osnovnog tenzora
i, analogno Kristofelovim simbolima u Rimanovim mnogostrukostima, uveo je generalisa-
ne Kristofelove simbole [41]. Ovim mnogostrukostima su se bavili mnogi srpski matem-
atiqari: S. Minqi�, M. Stankovi�, ǈ. Velimirovi�, M. Zlatanovi�, M. Najdanovi�, N.
Vesi�, M. Petrovi�, V. Milenkovi� i A. Velimirovi�.

S. Ivanov i M. Zlatanovi� su dokazali da je koneksija u generalisanoj Rimanovoj mno-
gostrukosti u potpunosti odre�ena tenzorom torzije i kovarijantnim izvodom simetriqnog
dela osnovnog tenzora [55]. Posebno su prouqavali koneksiju sa totalno anti-simetriqnim
tenzorom torzije i sa Ajnxtajnovim metriqkim uslovom.

U odnosu na nesimetriqnu linearnu koneksiju je mogu�e posmatrati qetiri vrste ko-
varijantnog diferenciraǌa, xto je omogu�ilo vixe kombinacija za identitete Riqijevog
tipa [71,125], u kojima uqestvuju i odgovaraju�i tenzori krivine, koji se mogu predstaviti
pomo�u xest linearno nezavisnih tenzora krivine. U ovom radu �emo koristiti dve grupe
linearno nezavisnih tenzora krivine, i to: u drugoj i tre�oj glavi �emo raditi sa grupom
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koju je odredio S. Minqi� u [71], a u qetvrtoj glavi sa grupom koju je odredio M. Zla-
tanovi� u [141].

Od srpskih matematiqara, akademik M. Prvanovi� je prva poqela da se bavi koneksijama
sa torzijom u razliqitim mnogostrukostima i ǌene ideje iz radova [90, 91, 93–95] bile su
motivacija za neke rezultate u ovoj disertaciji. Naime, ona je eliminacijom generatora
raznih koneksija formirala tenzore koji su jednaki sa nekim ve� poznatim tenzorima u
odnosu na Levi-Qivita koneksiju. Slede�i ovu ideju, ovde smo eliminacijom generatora
polu-simetriqne koneksije i generatora qetvrt-simetriqne metriqke koneksije iz jednaqina
za sve linearno nezavisne tenzore krivine odredili interesantne rezultate. Ovim proble-
mom se bavima i N. Puxi� u radovima [99–102].

Disertacija je podeǉena na qetiri dela. U prvoj glavi smo naveli osnovne pojmove
diferencijalne geometrije i osnovnu terminologiju koju �emo koristiti. Osim rada [65]
koji je spomenut u prvoj glavi, originalni rezultati su predstavǉeni u okviru druge, tre�e
i qetvrte glave, od kojih su neki publikovani u radovima [63,64,66,67,142–144], dok je deo
rezultata iz druge i qetvrte glave jox neobjavǉen.

U drugoj glavi smo prouqavali polu-simetriqne koneksije. Krenuli smo od poznate
polu-simetriqne metriqke koneksije u pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti i naveli smo jedna-
qine linearno nezavisnih tenzora krivine. Ako je generator ove koneksije koncirkularan
u Janovom smislu, onda se ona naziva koncirkularna polu-simetriqna metriqka koneksi-
ja [111] i pokazali smo da je ona opxtija od polu-simetriqne metriqke P -koneksije. Vejlov
projektivni tenzor krivine i koncirkularni tenzor krivine se ne meǌaju kada sa Levi-
Qivita koneksije prelazimo na koncirkularnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju.

Polaze�i od pseudo-Rimanove mnogostrukosti sa koncirkularnom polu-simetriqnom me-
triqkom koneksijom, odredili smo nove uslove da ova mnogostrukost bude Ajnxtajnova ili
kvazi-Ajnxtajnova, qime se otvorio put za daǉu primenu ovih rezultata. U posledǌih
nekoliko godina je vrlo atraktivna primena polu-simetriqne koneksije na Lorencove mno-
gostrukosti i na ǌihove specijalne sluqajeve, kao xto su generalisano Robertson-Vokerovo
(GRW ) prostor-vreme i idealan fluid. Nakon xto je 2014. god. GRW prostor-vreme
okarakterisano pomo�u koncirkularnog vektora (u Fialkovom smislu) [21], a zatim 2017.
pomo�u torzo-formiraju�eg vektora [69], bilo je prirodno da na Lorencove mnogostruko-
sti primenimo koncirkularnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju, jer je generator ove
koneksije specijalan sluqaj torzo-formiraju�eg vektora. Na taj naqin smo pokazali da
su Lorencove mnogostrukosti snabdevene koncirkularnom polu-simetriqnom metriqkom ko-
neksijom qiji je generator jediniqni vremenski vektor zapravo GRW prostor-vreme, a
pomenuta koneksija postaje polu-simetriqna metriqka P -koneksija. Motivisani qiǌenicom
da tri tenzora krivine, kao i odgovaraju�i Riqijevi tenzori, ne mogu biti jednaki nuli,
prouqavali smo razne simetrije u GRW prostor-vremenu sa polu-simetriqnom metriqkom
P -koneksijom. Ispitali smo primenu ove koneksije na teoriju relativnosti i utvrdili da
je naruxen jak uslov energije i da jednaqina staǌa predstavǉa fantomsku barijeru.

U nastavku smo definisali specijalnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju, qiji je gene-
rator paralelan u odnosu na Levi-Qivita koneksiju. Pokazali smo da ova koneksija ne meǌa
konformni tenzor krivine, a konharmonijski tenzor krivine se ne meǌa ako i samo ako je
generator te koneksije izotropni vektor. Posmatrali smo Riqijev soliton u odnosu na ovu
koneksiju i utvrdili smo da je on stabilan i da predstavǉa kvazi-Ajnxtajnovu mnogostru-
kost. U ciǉu primene prethodnih rezultata na teoriju relativnosti, daǉe smo prouqavali
idealan fluid sa prethodno pomenutom koneksijom koji zadovoǉava Ajnxtajnovu jednaqinu
bez kosmoloxke konstante. U qetvorodimenzionalnom idealnom fluidu jednaqina staǌa je
jednaka −1

3 , xto predstavǉa graniqnu vrednost za naruxavaǌe jakog uslova energije, tj.
graniqnu vrednost za tamnu energiju.

Bavili smo se i projektivnom polu-simetriqnom koneksijom u Rimanovoj mnogostrukosti,
odnosno polu-simetriqnom koneksijom koja ima iste geodezijske linije kao i Levi-Qivita
koneksija. Na osnovu jednaqina linearno nezavisnih tenzora krivine smo konstruisali
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tenzore koji ne zavise od generatora projektivne polu-simetriqne koneksije i pokazali smo
da su oni u svim sluqajevima jednaki sa Vejlovim projektivnim tenzorom krivine.

Tre�a glava je posve�ena qetvrt-simetriqnim koneksijama u generalisanoj Rimanovoj
mnogostrukosti i ǌenim primerima. Prvo smo prouqavali qetvrt-simetriqnu koneksiju
koja quva osnovni tenzor te mnogostrukosti i qiji tenzor torzije sadr�i (1,1)-tenzor A
koji je pridru�en anti-simetriqnom delu osnovnog tenzora. Odredili smo jednaqinu ovakve
koneksije i pokazali smo da je tenzor A paralelan i u odnosu na Levi-Qivita koneksiju,
xto je vrlo koristan rezultat za primenu na generalisane Rimanove mnogostrukosti. Ove
rezultate smo primenili na skoro Hermitske mnogostrukosti, koje sa qetvrt-simetriqnom
metriqkom A-koneksijom postaju Kelerove. U ovim mnogostrukostima smo posmatrali os-

obine linearno nezavisnih tenzora krivine u zavisnosti od uslova hibridnosti tenzora
g

∇π
i π ⊗ π, gde je π generator posmatrane koneksije. Sa druge strane, pomo�u tenzora koji ne
zavise od generatora π smo formirali identitete za Vejlov projektivni tenzor krivine i
za holomorfno projektivni tenzor krivine u Kelerovoj mnogostrukosti.

Primenom qetvrt-simetriqne metriqke A-koneksije na skoro kontaktne metriqke mnogo-
strukosti dobili smo ko-Kelerove mnogostrukosti, gde smo prouqavali tri tenzora kri-
vine koja su uvek razliqita od nule, a takvi su i ǌihovi odgovaraju�i Riqijevi tenzori.
Dokazali smo da je ko-Kelerova mnogostrukost projektivno ravna ako i samo ako je ona
ravna. Polaze�i od prethodno pomenuta tri tenzora krivine, pronaxli smo tenzore koji
su koincidentni sa Vejlovim projektivnim tenzorom, qime smo odredili nove uslove da
ko-Kelerova mnogostrukost sa posmatranom koneksijom bude projektivno ravna.

U okviru ove glave smo definisali novu qetvrt-simetriqnu nemetriqku koneksiju na
generalisanoj Rimanovoj mnogostrukosti, koja ima isti tenzor torzije kao i prethodna
qetvrt-simetriqna koneksija. Ova nemetriqka koneksija ima iste geodezijske linije kao
i Levi-Qivita koneksija. Dokazali smo egzistenciju ove koneksije, odredili smo neke oso-
bine ǌenog generatora i osobine linearno nezavisnih tenzora krivine.

Posledǌa glava se bavi generalisanim Rimanovim mnogostrukostima sa Ajzenhartovom
koneksijom. Konformna preslikavaǌa ovih mnogostrukosti su ve� bila predmet prouqavaǌa
u mnogim radovima, a ovde smo prouqavali konformna preslikavaǌa koja quvaju tenzor
torzije. Najpre smo korix�eǌem ET-konformnih tenzora krivine, koji su invarijantni za
ET-konformno preslikavaǌe, odredili dekompoziciju linearno nezavisnih tenzora krivine.
U toj dekompoziciji smo dobili tenzore krivine Ajnxtajnovog tipa. Ispitali smo osobine
ovih tenzora i ǌihovu ulogu pri ET-konformnom i ET-koncirkularnom preslikavaǌu.

Konformno preslikavaǌe u opxtem sluqaju ne quva harmoniqnost funkcije, a isto to
va�i i za ET-konformno preslikavaǌe generalisanih Rimanovih mnogostrukosti sa Ajzen-
hartovom koneksijom. Zbog toga smo definisali ET-konharmonijska preslikavaǌa kao ET-
konformna preslikavaǌa koja quvaju harmoniqnost funkcije i odredili smo invarijantne
geometrijske objekte za takva preslikavaǌa.

U zakǉuqku smo ukratko izlo�ili najznaqajnije rezultate ove disertacije i predstavili
smernice za budu�a istra�ivaǌa.

***
Doktorska disertacija koja je pred vama nije samo nekoliko napisanih radova spojenih u

jednu celinu. To je deo �ivota. Za mene liqno, u tom delu �ivota podrxka najbli�ih je bila
od ogromnog znaqaja i zahvalan sam svima koji su mi na bilo koji naqin pomogli. Zahvalnost
dugujem najpre svojoj porodici na podrxci tokom qitavog �ivota, na strpǉeǌu i ǉubavi.
Hvala svim profesorima i asistentima Odseka za matematiku na Prirodno-matematiqkom
fakultetu, Univerziteta u Prixtini sa privremenim sedixtem u Kosovskoj Mitrovici,
koji su mi preneli potrebno znaǌe za nastavak xkolovaǌa na doktorskim studijama i time
doprineli stvaraǌu moje matematiqke misli. Ostalim kolegama sa tog fakulteta se zahva-
ǉujem xto su me svojim iskustvom i savetima bodrili tokom qitavih doktorskih studija.

5



Uvod

Ova doktorska disertacija je ura�ena pod mentorstvom prof. dr Milana Zlatanovi�a,
kome se zahvaǉujem na svim komentarima tokom pisaǌa disertacije, kao i na smernicama i
idejama koje su dolazile u pravom trenutku i na osnovu kojih su proistekli radovi za ovu
disertaciju.

Prve reqi o nauqnim istra�ivaǌima diferencijalne geometrije sam quo od dr Marije
Najdanovi�, kojoj dugujem neizmernu zahvalnost za svaki savet i motivaciju tokom qitavih
doktorskih studija. Naxi zajedniqki radovi o beskonaqno malim savijaǌima nisu deo ove
disertacije, ali su me oni nauqili posve�enox�u svakoj formuli i teoremi.

Hvala prof. dr ǈubici Velimirovi� i prof. dr Mi�i Stankovi�u za sve korisne
savete tokom doktorskih studija, koji su mi znaqili pri pisaǌu radova. Zahvaǉujem se dr
Miloxu Petrovi�u, dr Nenadu Vesi�u i dr Vladislavi Milenkovi�, jer su kroz diser-
taciju utkani i saveti koje su mi oni dali tokom naxih diskusija.

Hvala i svima onima qije su me reqi motivisale da istra�ujem, da se bavim naukom i
da ne odustajem.

***
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Glava 1

Osnovni pojmovi

Ova glava je uvodnog karaktera, gde smo naveli osnovne pojmove iz diferencijalne ge-
ometrije, koje �emo koristiti u radu sa zadatom temom. Tako�e, navodimo notaciju i
terminologiju koju �emo koristiti kroz ceo rad.

1.1 Diferencijabilne mnogostrukosti

Pojam diferencijabilne mnogostrukosti se uvodi sa ciǉem uopxtavaǌa krivih, povrxi i
Euklidskog prostora. Za definisaǌe mnogostrukosti su potrebni odre�eni algebarski i
topoloxki pojmovi, za koje �emo smatrati da su ve� usvojeni.

Neka je Mn proizvoǉan skup qije elemente �emo zvati taqkama i neka za svaku taqku
p ∈ Mn postoji podskup Up, p ∈ Up ⊂ Mn, koji se po zakonu φ bijektivno i neprekidno pre-
slikava na otvoren podskup Euklidskog prostora En.

Podskup Up je okolina taqke p = p(x1, . . . , xn) = p(x), a ure�en par (Up, φ) lokalna karta.
xi, i = 1, . . . , n, su koordinate taqke p. Pod izvesnim uslovima, za koje se pretpostavǉa da
su ispuǌeni, skup Mn je mogu�e prekriti okolinama. Ako je (U ′

p, φ
′) druga lokalna karta u

okolini taqke p, pri qemu se pretpostavǉa da u En postoji preslikavaǌe

λ : φ(Up ∩ U ′
p) → φ′(Up ∩ U ′

p),

tada va�i

λ : φ(p) → φ′(p) tj. λ : (x1, . . . , xn) → (x1
′
, . . . , xn

′
).

Prethodnom preslikavaǌu odgovara transformacija lokalnih koordinata

xi
′
= xi

′
(x1, . . . , xn), i′ = 1′, . . . , n′. (1.1.1)

Pod pretpostavkom da je preslikavaǌe λ bijekcija, inverznom preslikavaǌu λ−1 odgovara
zakon transformacije koordinata

xi = xi(x1
′
, . . . , xn

′
), i = 1, . . . , n. (1.1.2)

Definicija 1.1.1 Skup Mn, zajedno sa skupom {(Up, φ)} lokalnih karata, se zove diferen-
cijabilna mnogostrukost, pri qemu funkcije (1.1.1) i (1.1.2) za transformaciju lokalnih
koordinata imaju neprekidne parcijalne izvode svakog reda i

J =
∂(x1, . . . , xn)

∂(x1′ , . . . , xn′)
̸= 0. (1.1.3)

Broj n je dimenzija mnogostrukosti Mn.

Nadaǉe �emo mnogostrukost obele�avati samo sa M, podrazumevaju�i da je dimenzije n.
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1.2 Tangentni prostor i tangentna vektorska poǉa

Neka je F(M) skup svih diferencijabilnih realnih funkcija definisanih na mnogostruko-
sti M.

Definicija 1.2.1 Tangentni vektor diferencijabilne mnogostrukosti M, u taqki p te mno-
gostrukosti, je svako preslikavaǌe

Xp : F(M) → R,

koje zadovoǉava uslove

Xp(αf + βh) = αXp(f) + βXp(h), (linearnost),

Xp(fh) = Xp(f)h(p) + f(p)Xp(h), (diferenciraǌe),

gde je α, β ∈ R, f, h ∈ F(M). Taqka p je poqetak vektora Xp.

Definicija 1.2.2 Vektorski prostor qiji su elementi svi tangentni vektori sa poqetkom
u taqki p ∈ M naziva se tangentni prostor mnogostrukosti M i oznaqava se sa Tp(M).

Definicija 1.2.3 Preslikavaǌe
X : M → T M,

gde je T M =
{
Xp| p ∈ M, Xp ∈ Tp(M)

}
, naziva se (tangentno) vektorsko poǉe na mnogostru-

kosti M.

Definicija 1.2.4 Vektorsko poǉe X mnogostrukosti M je diferencijabilno ako je
funkcija Xf = h diferencijabilna, za svako f ∈ F(M).

Skup svih diferencijabilnih vektorskih poǉa na mnogostrukosti M �emo oznaqavati
sa X(M).

Baza (∂i) = (∂/∂xi) prostora Tp(M) je koordinatna baza. Proizvoǉan vektor X, u ovoj
bazi se mo�e predstaviti jednaqinom X = Xi∂i, gde su Xi komponente vektora X u odnosu na
bazu (∂i), pri qemu se u tom predstavǉaǌu koristi Ajnxtajnova konvencija o sumiraǌu.

Diferencijali (dxi) koordinatnih funkcija u taqki p qine bazu dualnog (kotangentnog)
prostora T ∗

p (M), pri qemu va�i

∂

∂xj
(dxi) = δij =

{
1, i = j,
0, i ̸= j,

gde je δij Kronekerov simbol.
U nastavku navodimo definiciju specijalnog vektorskog poǉa koje �emo koristiti u

daǉem radu.

Definicija 1.2.5 Vektorsko poǉe [X,Y ] definisano jednaqinom

[X,Y ] = XY − Y X,

naziva se komutator ili Liova zagrada vektorskih poǉa X i Y , a oznaqava se i sa LXY .

Osobine komutatora �emo predstaviti u narednom tvr�eǌu.

Teorema 1.2.1 Ako je α, β ∈ R, f, h ∈ F(M) i X,Y, Z ∈ X(M), tada va�i

1. Anti-simetriqnost:
[X,Y ] = −[Y,X];
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2. R-bilinearnost:

[αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z],

[X,αY + βZ] = α[X,Y ] + β[X,Z];

3. Jakobijev identitet:

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0;

4. Lajbnicovo pravilo:

[fX, hY ] = fh[X,Y ] + f(Xh)Y − h(Y f)X.

Tako�e, vidimo da va�i i [X,X] = 0. Ako za dva vektora X i Y va�i [X,Y ] = 0, tada
ka�emo da oni komutiraju. Primetimo da dva bazna vektorska poǉa ∂i i ∂j komutiraju, tj.
da va�i [∂i, ∂j ] = 0, za svako i, j = 1, . . . , n.

1.3 Tenzori

Tenzor tipa (r, s) je preslikavaǌe

trs : T ∗
p (M)× . . .× T ∗

p (M)︸ ︷︷ ︸
r puta

×Tp(M)× . . .× Tp(M)︸ ︷︷ ︸
s puta

→ R,

koje je linearno po svakom argumentu, gde su prostori Tp(M) i T ∗
p (M) generisani bazama

(∂i) i (dxi).
Tenzori tipa (r, 0), za r > 0, se nazivaju kontravarijantni, a tipa (0, s), za s > 0, kovari-

jantni. Specijalno, tenzori tipa (1, 0) su kontravarijantni vektori (ili, kratko, vektori),
a tenzori tipa (0, 1) su kovarijantni vektori (kratko, kovektori) ili 1-forme. Potpuno
anti-simetriqni tenzori tipa (0, s) nazivaju se s-forme. Skalari su tenzori tipa (0, 0). Za
r, s > 0, tenzori tipa (r, s) se nazivaju mexoviti.

Sabiraǌe ili oduzimaǌe tenzora se vrxi samo izme�u tenzora istog tipa i to na slede�i
naqin

(A±B)(X1, X2, . . . , Xr, Y1, Y2, . . . , Ys) =

A(X1, X2, . . . , Xr, Y1, Y2, . . . , Ys)±B(X1, X2, . . . , Xr, Y1, Y2, . . . , Ys),

dok je mno�eǌe tenzora realnim brojem α predstavǉeno slede�om jednaqinom

(αA)(X1, X2, . . . , Xr, Y1, Y2, . . . , Ys) = αA(X1, X2, . . . , Xr, Y1, Y2, . . . , Ys).

Sa druge strane, mogu se mno�iti bilo koja dva tenzora. Ako je A tenzor tipa (r, s), a
B tenzor tipa (p, q), tada je tenzorski proizvod A ⊗ B tenzor tipa (r + p, s + q) definisan
jednaqinom

(A⊗B)(X1, X2, . . . , Xr+p, Y1, Y2, . . . , Ys+q) =

A(X1, X2, . . . , Xr, Y1, Y2, . . . , Ys)B(Xr+1, Xr+2, . . . , Xr+p, Ys+1, Ys+2, . . . , Ys+q).

Specijalno, ako je jedan od faktora skalar, tj. funkcija f , tada imamo f ⊗A = A⊗ f = fA,
a inaqe tenzorski proizvod nije komutativna operacija u opxtem sluqaju.
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1.4 Afina koneksija i prostori afine koneksije

I pored toga xto su tangentni prostori me�usobno izomorfni, ne postoji pravilo kojim se
povezuju vektori tangentnih prostora razliqitih i bliskih taqaka, odnosno pravilo kojim
se upore�uju vrednosti vektora u razliqitim taqkama mnogostrukosti. Ovakvo pravilo se
dodatno definixe i naziva se koneksija ili povezanost.

Definicija 1.4.1 Afina (ili linearna) koneksija na mnogostrukosti M je preslikavaǌe ∇
koje paru (X,Y ) vektorskih poǉa pridru�uje vektorsko poǉe ∇XY , tj.

∇ : (X,Y ) → ∇XY,

tako da va�i:

1) ∇X(αY1 + βY2) = α∇XY1 + β∇XY2,

2) ∇X(fY ) = (Xf) · Y + f∇XY,

3) ∇fX1+hX2Y = f∇X1Y + h∇X2Y,

gde su α, β ∈ R, a f, h ∈ F(M).

Vektorsko poǉe ∇∂k∂j, u lokalnim koordinatama (x1 . . . , xn), po baznim vektorima ∂i mo�emo
razlo�iti na slede�i naqin

∇∂k∂j = Lα
jk∂α,

gde su Li
jk koeficijenti afine koneksije ∇, koji od taqke do taqke opisuju naqin promene

baznih vektora. Primenom prethodne jednaqine na funkcije xi dobija se da je

(∇∂k∂j)(x
i) = Lα

jk

∂xi

∂xα
= Lα

jkδ
i
α = Li

jk.

Svaka mnogostrukost dopuxta linearnu koneksiju i postoji beskonaqno mnogo koneksija.

Definicija 1.4.2 Diferencijabilna mnogostrukost M na kojoj je definisana afina kone-
ksija ∇ naziva se prostor afine koneksije.

Intuitivno, linearna koneksija je diferenciraǌe vektorskih poǉa na mnogostrukosti,
a naziva se i kovarijanti izvod.

Definicija 1.4.3 Kovarijantni izvod tenzora A, tipa (r, s), u pravcu vektora Z je defi-
nisan jednaqinom

(∇ZA)(X
1, . . . , Xr, Y1, . . . , Ys) =∇ZA(X

1, . . . , Xr, Y1, . . . , Ys)

+
r∑

i=1

A(X1, . . . , Xi−1,∇ZX
i, Xi+1, . . . , Xr, Y1, . . . , Ys)

−
s∑

j=1

A(X1, . . . , Xr, Y1, . . . , Yj−1,∇ZYj , Yj+1, , . . . , Ys).

U indeksnom zapisu, kovarijantni izvod je dat jednaqinom

∇kA
i1...ir
j1...js

= ∂kA
i1...ir
j1...js

+

r∑
α=1

A
i1...iα−1piα+1...ir
j1...js

Liα
pk −

s∑
α=1

Ai1...ir
j1...jα−1pjα+1...js

Lp
jαk
.

Ako za neki tenzor A va�i ∇A = 0, tada ka�emo da je on kovarijantno konstantan ili
paralelan1 u odnosu na koneksiju ∇.

1Qesto se ka�e i da koneksija ∇ ,,quva“ tenzor A. Me�utim, termin ,,quva“ se koristi i u smislu in-
varijantnosti geometrijskih objekata pri nekim transformacijama, xto �e biti naglaxeno na odgovaraju�em
mestu.
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1.5. Tenzor torzije

Pomo�u linearne koneksije se mo�e uvesti pojam geodezijskih linija, koje predstavǉa-
ju znaqajne geometrijske objekte na mnogostrukosti, jer je najkra�i put izme�u dve taqke
geodezijska linija.

Definicija 1.4.4 Kriva γ : I → M je geodezijska ako je ∇ .
γ
.
γ = 0 du� krive γ, gde je

.
γ ǌen

tangentni vektor i I ⊂ R.

Pored kovarijantnog izvoda, imamo i Liov izvod koji se za tenzor A tipa (0, s) u pravcu
vektora Z definixe slede�om jednaqinom

(LZA)(Y1, . . . , Ys) = ZA(Y1, . . . , Ys)−
s∑

j=1

A(Y1, . . . , Yj−1,LZYj , Yj+1, , . . . , Ys),

pri qemu je LXY = [X,Y ].

1.5 Tenzor torzije

Koneksije se mogu klasifikovati prema raznim osobinama, a jedna od osnovnih podela je na
simetriqne i nesimetriqne. S tim u vezi, na osnovu koneksije ∇ definixe se geometrijski
objekat

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ],

koji se naziva tenzor torzije koneksije ∇, gde je [·, ·] komutator. Ako je tenzor torzije
jednak nuli, koneksija je simetriqna (ili bez torzije), a ako je T (X,Y ) ̸= 0, koneksija je
nesimetriqna (ili sa torzijom)2.

Grafiqki prikaz geometrijske interpretacije tenzora torzije dajemo prema radu [52]:
Neka su data dva vektora X i Y , sa poqetkom u taqki p (Slika 1.1). Najpre paralelno
prenosimo vektor X du� vektora Y do taqke r, a zatim paralelno prenosimo i vektor Y

du� vektora X, do taqke q. Tako ovi vektori postaju X
||
r i Y

||
q . Ako oni ne obrazuju para-

lelogram, tada se javǉa tzv. ,,neuspexno zatvaraǌe“ paralelograma, odnosno koneksija ima
torziju (videti i str. 127. u [105]). Napomiǌemo da su taqke q i r beskonaqno blizu taqki
p. Dakle, neformalno govore�i, pomo�u torzije se vrxi ,,zatvaraǌe“ beskonaqno malog
,,paralelograma“.

Slika 1.1: Geometrijska interpretacija tenzora torzije.

2U skladu sa ovim i sa Definicijom 1.4.2, imamo prostore simetriqne i prostore nesimetriqne afine kone-
ksije.
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Glava 1. Osnovni pojmovi

Iz praktiqnih razloga, za oznaqavaǌe nesimetriqne koneksije �emo koristiti3
1
∇, qiji

se tenzor torzije zapisuje u obliku

1
T (X,Y ) =

1
∇XY −

1
∇YX − [X,Y ].

Koneksiju
2
∇ definisanu jednaqinom [92]

2
∇XY =

1
∇YX + [X,Y ],

�emo zvati dualna koneksija4 koneksije
1
∇. Na osnovu prethodne dve jednaqine, relacija

izme�u koneksije
1
∇ i

2
∇ se mo�e izraziti preko tenzora torzije na slede�i naqin

2
∇XY =

1
∇XY −

1
T (X,Y ). (1.5.1)

Jasno je da je dualna koneksija koneksije
2
∇ zapravo polazna koneksija

1
∇, kao i da va�i

1
T (X,Y ) =

1
∇XY −

1
∇YX − [X,Y ]

= −(
2
∇XY −

2
∇YX − [X,Y ]) = −

2
T (X,Y ),

gde smo sa
2
T oznaqili tenzor torzije dualne koneksije

2
∇.

Pomo�u koneksije
1
∇ i ǌene dualne koneksije

2
∇, mo�e se definisati simetriqna koneksija

0
∇ slede�om jednaqinom

0
∇XY =

1

2
(
1
∇XY +

2
∇XY ).

U skladu sa jednaqinom (1.5.1), simetriqna koneksija
0
∇ se mo�e izraziti pojedinaqno preko

koneksija
1
∇ i

2
∇ i tenzora torzije, slede�im jednaqinama

0
∇XY =

1
∇XY − 1

2

1
T (X,Y ),

0
∇XY =

2
∇XY +

1

2

1
T (X,Y ). (1.5.2)

Napomenimo to da koneksiji
1
∇ sa torzijom

1
T odgovaraju iste geodezijske linije kao i

ǌenoj simetriqnoj koneksiji
0
∇, definisanom prethodnom jednaqinom.

Napomena 1.5.1 U mnogobrojnoj literaturi za naziv dualna (ili koǌugovana) koneksija se ko-
risti drugaqija definicija, kao xto je npr. u radu [6], gde se ka�e da su dve koneksije ∇ i ∇∗

dualne ako zadovǉavaju jednaqinu

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇∗
XZ).

1.6 Tenzori krivine

Linearna koneksija ima veoma va�nu ulogu, jer se na osnovu ǌe konstruixu fundamentalni
geometrijski objekti. Jedan od ǌih je tenzor krivine. Tenzori krivine linearnih koneksija
θ
∇, θ = 0, 1, 2, su definisani slede�im jednaqinama

θ
R(X,Y )Z =

θ
∇X

θ
∇Y Z −

θ
∇Y

θ
∇XZ −

θ
∇[X,Y ]Z, θ = 0, 1, 2. (1.6.1)

3Jedino u posledǌoj glavi �emo koristiti ∇, jer tamo ne radimo sa ǌenom dualnom koneksijom.
4U literaturi se za koneksije

1

∇ i
2

∇ koriste i oznake ∇+ i ∇− [54].
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1.6. Tenzori krivine

U odnosu na nesimetriqnu koneksiju se mogu posmatrati qetiri vrste kovarijantnog
diferenciraǌa [71], koje su za (1,1)-tenzor Ai

j definisane slede�im jednaqinama

1
∇kA

i
j = Ai

j |
1
k = ∂kA

i
j +Ap

jL
i
pk −Ai

pL
p
jk,

2
∇kA

i
j = Ai

j |
2
k = ∂kA

i
j +Ap

jL
i
kp −Ai

pL
p
kj ,

3
∇kA

i
j = Ai

j |
3
k = ∂kA

i
j +Ap

jL
i
pk −Ai

pL
p
kj ,

4
∇kA

i
j = Ai

j |
4
k = ∂kA

i
j +Ap

jL
i
kp −Ai

pL
p
jk.

Na osnovu prethodnih jednaqina, za (0,2)-tenzor Aij i za (2,0)-tenzor Aij va�i

1
∇kAij =

4
∇kAij ,

2
∇kAij =

3
∇kAij ,

1
∇kA

ij =
3
∇kA

ij ,
2
∇kA

ij =
4
∇kA

ij .

Specijalno, Kronekerov simbol δij je kovarijantno konstantan u odnosu na prvu i drugu
vrstu kovarijantnog diferenciraǌa, a tre�a i qetvrta vrsta kovarijantnog izvoda Kro-
nekerovog simbola su jednake tenzoru torzije [74]. Kombinacijom kovarijantnih diferen-
ciraǌa od prve do qetvrte vrste, mogu se definisati odgovaraju�i Riqijevi indentiteti,
a na osnovu ǌih se dobijaju novi tenzori krivine, koji se mogu predstaviti pomo�u odgo-
varaju�e baze linearno nezavisnih tenzora krivine [71]. Naime, prethodna tri tenzora

krivine
0
R,

1
R i

2
R, zajedno sa tenzorima

3
R,

4
R i

5
R formiraju bazu5 linearno nezavisnih

tenzora krivine [72], gde je

3
R(X,Y )Z =

2
∇X

1
∇Y Z −

1
∇Y

2
∇XZ +

2
∇ 1

∇Y X
Z −

1
∇ 2

∇XY
Z,

4
R(X,Y )Z =

2
∇X

1
∇Y Z −

1
∇Y

2
∇XZ +

2
∇ 2

∇Y X
Z −

1
∇ 1

∇XY
Z,

5
R(X,Y )Z =

1

2
(
1
∇X

1
∇Y Z −

2
∇Y

1
∇XZ +

2
∇X

2
∇Y Z −

1
∇Y

2
∇XZ −

1
∇[X,Y ]Z −

2
∇[X,Y ]Z).

Poxto �emo pri prouqavaǌu koneksija sa torzijom, najpre odrediti tenzor krivine
1
R,

za odre�ivaǌe ostalih linearno nezavisnih tenzora krivine, lakxe je koristiti relacije

izme�u tenzora
1
R,

θ
R, θ = 0, 2, 3, 4, 5, i tenzora torzije

1
T , koje su odre�eǌe u radu [87]

0

R(X,Y )Z =
1

R(X,Y )Z − 1

2
(
1

∇X

1

T )(Y, Z) +
1

2
(
1

∇Y

1

T )(X,Z)− 1

4
S

XY Z

1

T (
1

T (X,Y ), Z)− 1

4

1

T (
1

T (X,Y ), Z), (1.6.2)

2

R(X,Y )Z =
1

R(X,Y )Z − (
1

∇X

1

T )(Y,Z) + (
1

∇Y

1

T )(X,Z)− S
XY Z

1

T (
1

T (X,Y ), Z), (1.6.3)

3

R(X,Y )Z =
1

R(X,Y )Z + (
1

∇Y

1

T )(X,Z), (1.6.4)
4

R(X,Y )Z =
1

R(X,Y )Z + (
1

∇Y

1

T )(X,Z)−
1

T (
1

T (X,Y ), Z), (1.6.5)
5

R(X,Y )Z =
1

R(X,Y )Z − 1

2
(
1

∇X

1

T )(Y, Z) +
1

2
(
1

∇Y

1

T )(X,Z)− 1

2
S

XY Z

1

T (
1

T (X,Y ), Z) +
1

2

1

T (
1

T (Z,X), Y ), (1.6.6)

gde je S
XY Z

oznaka za cikliqno sumiraǌe po vektorima X,Y i Z, odnosno

S
XY Z

1
T (

1
T (X,Y ), Z) =

1
T (

1
T (X,Y ), Z) +

1
T (

1
T (Y,Z), X) +

1
T (

1
T (Z,X), Y ).

5U drugoj i tre�oj glavi se koristi ova baza, a u posledǌoj glavi �e biti korix�ena baza linearno neza-
visnih tenzora krivine iz rada [141].
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Glava 1. Osnovni pojmovi

Osobine anti-simetriqnosti i cikliqne simetriqnosti ovih tenzora su predstavǉene
narednim jednaqinama

0
R(X,Y )Z = −

0
R(Y,X)Z, S

XY Z

0
R(X,Y )Z = 0,

1
R(X,Y )Z = −

1
R(Y,X)Z, S

XY Z

1
R(X,Y )Z = S

XY Z
((

1
∇X

1
T )(Y, Z) +

1
T (

1
T (X,Y ), Z)),

2
R(X,Y )Z = −

2
R(Y,X)Z, S

XY Z

2
R(X,Y )Z = − S

XY Z
((

1
∇X

1
T )(Y,Z) + 2

1
T (

1
T (X,Y ), Z)),

3
R(X,Y )Z ̸= −

3
R(Y,X)Z, S

XY Z

3
R(X,Y )Z = S

XY Z

1
T (

1
T (X,Y ), Z),

4
R(X,Y )Z ̸= −

4
R(Y,X)Z, S

XY Z

4
R(X,Y )Z = 0,

5
R(X,Y )Z ̸= −

5
R(Y,X)Z, S

XY Z

5
R(X,Y )Z = 0.

1.7 Pseudo-Rimanova mnogostrukost

Da bismo uveli pojam pseudo-Rimanove mnogostrukosti, najpre �emo dati pregled defini-
tosti simetriqne bilinearne forme. Neka je V vektorski prostor konaqne dimenzije.
Simetriqna bilinearna forma B je R-bilinearna funkcija B : V × V → R, takva da je
B(U, V ) = B(V,U), za U, V ∈ V.

Definicija 1.7.1 Simetriqna bilinearna forma B je:

1. pozitivno (negativno) definitna ako je B(U,U) > 0 (B(U,U) < 0), za svako U ̸= 0;

2. pozitivno (negativno) semi-definitna ako je B(U,U) ≥ 0 (B(U,U) ≤ 0), za svako U ∈ V;

3. nedegenerisana ako iz B(U, V ) = 0 za svako U ∈ V sledi V = 0;

4. degenerisana ako postoji V ̸= 0 tako da je B(U, V ) = 0 za svako U ∈ V.

Indeks k simetriqne bilinearne forme B na V je najve�i broj koji oznaqava dimenziju
potprostora W ⊂ V na kome je B|W negativno definitna.

Definicija 1.7.2 Metriqki tenzor (ili pseudo-Rimanova metrika) g na diferencijabilnoj
mnogostrukosti M je simetriqno nedegenerisano tenzorsko poǉe tipa (0,2) konstantnog in-
deksa. Pseudo-Rimanova (ili semi-Rimanova) mnogostrukost je mnogostrukost M na kojoj je
definisana pseudo-Rimanova metrika g.

Ovo znaqi da je pseudo-Rimanova mnogostrukost ure�en par (M, g). U svakoj taqki p
pseudo-Rimanove mnogostrukosti, tangentni prostor Tp(M) je snabdeven skalarnim proiz-
vodom gp konstantnog indeksa. Skalarnim proizvodom je odre�ena norma vektora, kao i
ugao izme�u dva vektora. Signatura metrike g je ure�en par (k, n − k), gde k predstavǉa
broj negativnih g(ei, ei) i n− k broj pozitivnih g(ei, ei), pri qemu je (e1, e2, . . . , en) (pseudo-)-
ortonormirana baza, tj. baza za koju va�i g(ei, ej) = 0 i g(ei, ei) = ϵi ∈ {−1, 1}, za 1 ≤ i ̸= j ≤ n.
Ako je k = 0, tada je g Rimanova metrika (koja je pozitivno definitna), a (M, g) je Rimanova
mnogostrukost. U sluqaju za k = 1 i n ≥ 2, par (M, g) predstavǉa Lorencovu mnogostrukost,
a g je Lorencova metrika.

Ako je metriqki tenzor g paralelan u odnosu na linearnu koneksiju ∇, tj. ako va�i

(∇Xg)(Y,Z) = Xg(Y, Z)− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ) = 0,

tada ka�emo da je koneksija ∇ metriqka (ili kompatibilna sa metrikom), u suprotnom je
nemetriqka.
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1.7. Pseudo-Rimanova mnogostrukost

Teorema 1.7.1 U pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti postoji jedinstvena simetriqna kone-
ksija kompatibilna sa pseudo-Rimanovom metrikom.

Koneksija iz prethodne teoreme se zove Levi-Qivita i u nastavku �emo je oznaqavati sa
g

∇,
pa se ǌene osobine simetriqnost i kompatibilnost sa metrikom zapisuju u obliku:

1.
g

∇XY −
g

∇YX = [X,Y ],

2. Xg(Y, Z) = g(
g

∇XY, Z) + g(Y,
g

∇XZ).

Levi-Qivita koneksija je odre�ena Kozulovom formulom

g(
g

∇XY,Z) =Xg(Y,Z) + Y g(X,Z)− Zg(X,Y )

− g(Y, [X,Z])− g(X, [Y, Z])− g(Z, [Y,X]).

Ukoliko uzmemo u obzir da za bazna vektorska poǉa va�i [∂i, ∂j ] = 0, na osnovu Kozulove
formule sledi da su koeficijenti Levi-Qivita koneksije Kristofelovi simboli (druge
vrste), koji su pomo�u metriqkog tenzora gij = g(∂i, ∂j) i ǌemu inverznog tenzora gij = (gij)

−1

odre�eni jednaqinom

Γi
jl =

1

2
gip
(
gpj,l − gjl,p + glp,j

)
. (1.7.1)

Rimanov tenzor krivine
g

R u odnosu na Levi-Qivita koneksiju
g

∇ je definisan jednaqinom

g

R(X,Y )Z =
g

∇X

g

∇Y Z −
g

∇Y

g

∇XZ −
g

∇[X,Y ]Z

i ima slede�e osobine:

1.
g

R(X,Y, Z,W ) = −
g

R(Y,X,Z,W ) = −
g

R(X,Y,W,Z), (anti-simetriqnost)

2.
g

R(X,Y, Z,W ) =
g

R(Z,W,X, Y ), (simetriqnost po parovima vektora)

3. S
XY Z

g

R(X,Y )Z = 0, (I Bjankijev identitet, cikliqna simetriqnost)

4. S
XY Z

(
g

∇X

g

R)(Y, Z)V = 0, (II Bjankijev identitet)

5. S
XY Z

((
g

∇X

g

∇Y

g

R)(Z,U)V − (
g

∇Y

g

∇X

g

R)(Z,U)V + (
g

∇X

g

∇U

g

R)(Y, Z)V ) = 0,

gde je
g

R(X,Y, Z,W ) = g(
g

R(X,Y )Z,W ). Osobina 5. je rezultat autora iz rada [65], gde
su odre�eni jox neki identiteti Rimanovog tenzora krivine za dvostruko kovarijantno
diferenciraǌe.

Za (0,4)-tenzor koji ima osobine anti-simetriqnosti, simetriqnost po parovima vektora
i cikliqnu simetriqnost, tj. osobine 1, 2. i 3. ka�emo da je algebarski tenzor krivine, pri

qemu se mo�e pokazati da osobina 2. sledi iz 1. i 3. Ovo znaqi da je
g

R algebarski tenzor
krivine.

Kontrakcijom Rimanovog tenzora krivine definisan je Riqijev tenzor
g

Ric jednaqinom

g

Ric(Y,Z) = trace{X →
g

R(X,Y )Z} =
n∑

i=1

ϵig(
g

R(ei, Y )Z, ei),
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Glava 1. Osnovni pojmovi

i on je simetriqan, dok je Riqijev operator
g

Q definisan jednaqinom
g

Ric(Y,Z) = g(
g

QY,Z).
Skalar krivine

g
r je trag prethodnih tenzora, tj.

g
r =

n∑
j=1

ϵj
g

Ric(ej , ej).

Analogno se definixu i odgovaraju�i tenzori krivine
θ
R tipa (0,4), Riqijevi tenzori

θ
Ric,

Riqijevi operatori
θ
Q i skalari krivine

θ
r za tenzore krivine

θ
R, θ = 0, 1, . . . , 5. Napomiǌemo

da je kontrakcija Rimanovog tenzora krivine
g

R(X,Y )Z po vektorskom poǉu Z jednaka nuli.
U lokalnim koordinatama, Rimanov tenzor krivine ima oblik

g

Ri
jlm = Γi

jl,m − Γi
jm,l + Γp

jlΓ
i
pm − Γp

jmΓi
pl,

gde je zarezom oznaqeno parcijalno diferenciraǌe. Riqijev tenzor je definisan jednaqinom
g

Rjl =
g

Rp
jlp, a skalar krivine

g

R = gpq
g

Rpq.
Spoǉaxni izvod (ili spoǉaxni diferencijal) s-forme A je (s + 1)-forma definisana je-

dnaqinom

dA(Y1, . . . , Ys+1) =
s+1∑
i=1

(−1)i+1Yi(A(Y1, . . . , Ŷi . . . , Ys+1))

+
∑

1≤i<j≤s+1

(−1)i+jA([Yi, Yj ], Y1, . . . , Ŷi . . . , Ŷj . . . , Ys+1),

gde je simbolom Ŷi oznaqeno da nedostaje vektor Yi, odnosno

A(Y1, . . . , Ŷi . . . , Ys+1) = A(Y1, . . . , Yi−1, Yi+1 . . . , Ys+1).

Specijalno, za diferencijabilnu funkciju f va�i (df)(X) = Xf , dok za 1-formu π va�i

dπ(X,Y ) = X(π(Y ))− Y (π(X))− π([X,Y ]).

U odnosu na Levi-Qivita koneksiju, spoǉaxni izvod 1-forme π se mo�e zapisati u obliku

dπ(X,Y ) = (
g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X),

a 2-forme F u obliku

dF (X,Y, Z) = S
XY Z

(
g

∇XF )(Y, Z).

Za s-formu A ka�emo da je zatvorena ako va�i dA = 0.
Divergencija vektorskog poǉa X na pseudo-Rimanovoj mnogostrukosi se definixe rela-

cijom

divX =
n∑

i=1

ϵig(
g

∇eiX, ei),

odnosno u indeksnom zapisu

divX =
g

∇pX
p,

dok je divergencija (1, s)-tenzora B tenzor tipa (0, s) koji je dat jednaqinom

(divB)(X1, X2, . . . , Xs) =
n∑

i=1

ϵig((
g

∇eiB)(X1, X2, . . . , Xs), ei).
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1.8. Simetrije pseudo-Rimanove mnogostrukosti

Poqetni doprinos teoriji koneksija su dali H. Vejl i E. Kartan. H. Vejl je u radu [128]
oslabio uslov metriqnosti koneksije, dok je E. Kartan [9] oslabio uslov simetriqnosti,
odnosno uveo je tenzor torzije. Nakon toga, u radu [43] se pojavǉuje prvi specijalan sluqaj
tenzora torzije, dok je opxta formula koneksije u odnosu na tenzor torzije i kovarijantni
izvod metriqkog tenzora g predstavǉena u radu [104].

S obzirom na to da je E. Kartan uveo metriqku koneksiju
1
∇ sa torzijom, pseudo-Rimanova

mnogostrukost (M, g) sa metriqkom koneksijom
1
∇, odnosno ure�ena trojka (M, g,

1
∇) se naziva

Riman-Kartanova mnogostrukost [118], koja ima primenu u teorijama gravitacije, kao xto
je Ajnxtajn-Kartanova (npr. videti [88]).

Ako koneksija
1
∇ ima oblik

1
∇XY =

g

∇XY +
1

2

1
T (X,Y ),

tada je simetriqni deo ove koneksije Levi-Qivita koneksija
g

∇, xto znaqi da se tenzor

krivine
0
R poklapa sa Rimanovim tenzorom krivine

g

R. Xtavixe, ovakva koneksija ima iste
geodezijske linije kao i Levi-Qivita koneksija.

Pored prethodno navedenih tenzora krivine, u ovoj disertaciji �emo se baviti i kon-
formnim, konharmonijskim, koncirkularnim i Vejlovim projektivnim tenzorom krivine, koji
su redom invarijantni pri konformnom, konharmonijskom, koncirkularnom i geodezijskom
(projektivnom) preslikavaǌu pseudo-Rimanovih mnogostrukosti. Ako ih, redom, oznaqimo

sa
g

C,
g

H,
g

Z i
g

W , tada su oni dati jednaqinama
g

C(X,Y )Z =
g

R(X,Y )Z − 1

n− 2
(
g

Ric(Y,Z)X −
g

Ric(X,Z)Y + g(Y,Z)
g

QX − g(X,Z)
g

QY )

+

g
r

(n− 1)(n− 2)
(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ),

(1.7.2)

g

H(X,Y )Z =
g

R(X,Y )Z − 1

n− 2
(
g

Ric(Y,Z)X −
g

Ric(X,Z)Y + g(Y,Z)
g

QX − g(X,Z)
g

QY ), (1.7.3)

g

Z(X,Y )Z =
g

R(X,Y )Z +

g
r

n(n− 1)
(g(X,Z)Y − g(Y, Z)X), (1.7.4)

g

W (X,Y )Z =
g

R(X,Y )Z +
1

n− 1
(
g

Ric(X,Z)Y −
g

Ric(Y,Z)X). (1.7.5)

Ako su ovi tenzori jednaki nuli, tada je mnogostrukost konformno, koncirkularno, kon-
harmonijski i projektivno ravna, redom.

Sliqno prethodno definisanim tenzorima, mogu se definisati i odgovaraju�i tenzori

za nesimetriqnu koneksiju
1
∇. Na primer, tenzori definisani jednaqinama

1
W (X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z +

1

n− 1
(
1
Ric(X,Z)Y −

1
Ric(Y, Z)X) (1.7.6)

i
1
Z(X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z +

1
r

n(n− 1)

(
g(X,Z)Y − g(Y, Z)X

)
, (1.7.7)

u teoriji koneksija u pseudo-Rimanovim mnogostrukostima se nazivaju projektivni tenzor

krivine koneksije
1
∇ i koncirkularni tenzor krivine koneksije

1
∇.

1.8 Simetrije pseudo-Rimanove mnogostrukosti

Rimanov tenzor krivine meri zakrivǉenost mnogostrukosti i ako je on jednak nuli, tada
je mnogostrukost ravna, a ako je Riqijev tenzor jednak nuli, mnogostrukost je Riqi ravna.
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Glava 1. Osnovni pojmovi

Slabǉeǌem ovih uslova, definisane su razne klase pseudo-Rimanove mnogostrukosti. Naj-
pre, ako Riqijev tenzor ima oblik

g

Ric = ag,

mnogostrukost je Ajnxtajnova, gde je a konstanta, za dimenziju n > 2. Ako je mnogostrukost
(M, g) konstantne krivine c, tada ǌen tenzor krivine ima oblik

g

R(X,Y )Z = c(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ).

Ako je
g

∇
g

R = 0, tada se za mnogostrukost ka�e da je lokalno simetriqna. Daǉe, na osnovu
dvostrukog kovarijantnog izvoda su definisane mnoge tzv. simetrije mnogostrukosti, ali
�emo, zbog tih simetrija, prvo uvesti neka specijalna tenzorska poǉa.

Za (0, k)-tenzor B, k ≥ 1, na pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti �emo definisati (0, k+2)-

tenzore
g

R ·B i Q(g,B) slede�im jednaqinama (na primer, videti [31])

(
g

R ·B)(X1, X2, . . . , Xk;X,Y ) =(
g

R(X,Y ) ·B)(X1, X2, . . . , Xk)

=−B(
g

R(X,Y )X1, X2, . . . , Xk)

− · · · −B(X1, X2, . . . ,
g

R(X,Y )Xk)

(1.8.1)

i

Q(g,B)(X1, X2, . . . , Xk;X,Y ) =((X ∧g Y ) ·B)(X1, X2, . . . , Xk)

=−B((X ∧g Y )X1, X2, . . . , Xk)

− · · · −B(X1, X2, . . . , (X ∧g Y )Xk)

(1.8.2)

gde je (X ∧g Y ) endomorfizam definisan sa

(X ∧g Y )Z = g(Y,Z)X − g(X,Z)Y.

Tenzor Q se naziva Taqibana tenzor.
Ako umesto (0, k)-tenzora B uzmemo Rimanov tenzor krivine tipa (0,4), tada se mnogo-

strukost za koju va�i
g

R ·
g

R = 0 (xto je ekvivalentno sa
g

∇X

g

∇Y

g

R −
g

∇Y

g

∇X

g

R = 0) naziva

polu-simetriqna, a ako va�i
g

R ·
g

R = f1Q(g,
g

R) onda se naziva pseudo-simetriqna mnogostru-

kost [32], gde je f1 neka funkcija na skupu U1 = {p ∈ M | Q(g,
g

R)(p) ̸= 0}. Primetimo da je

Q(g,
g

R) = 0 ako i samo ako je mnogostrukost konstantne krivine. Sa druge strane, napomi-
ǌemo da se u radu [11] termin pseudo-simetriqna mnogostrukost koristi za mnogostrukost
koja zadovoǉava jednaqinu

g

∇X

g

R(X1, X2, X3, X4) =2π(X)
g

R(X1, X2, X3, X4) + π(X1)
g

R(X,X2, X3, X4)

+ π(X2)
g

R(X1, X,X3, X4) + π(X3)
g

R(X1, X2, X,X4)

+ π(X4)
g

R(X1, X2, X3, X),

gde je π proizvoǉan kovektor, xto nije ekvivalentno sa prethodno uvedenom definicijom,
a o me�usobnom odnosu ova dva tipa mnogostrukosti mo�e se proqitati [107]. Mi �emo u
ovom radu koristiti pojam pseudo-simetriqnosti prema radu [32].

Mnogostrukost za koju va�i
g

R ·
g

Ric = 0 (ili, ekvivalentno,
g

∇X

g

∇Y

g

Ric−
g

∇Y

g

∇X

g

Ric = 0) se

naziva Riqi polu-simetriqna, a ako va�i
g

R ·
g

Ric = f2Q(g,
g

Ric) onda se naziva Riqi pseudo-

simetriqna mnogostrukost, gde je f2 neka funkcija na skupu U2 = {p ∈ M | Q(g,
g

Ric)(p) ̸= 0}.
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1.9. Generalisana Rimanova mnogostrukost

Lako se mo�e videti da je Q(g,
g

Ric) = 0 ako i samo ako je mnogostrukost Ajnxtajnova. Ako
je f2 = const. tada imamo Riqi pseudo-simetriqnu mnogostrukost konstantnog tipa.

Svaka pseudo-simetriqna mnogostrukost je i Riqi pseudo-simetriqna, ali obrnuto ne
va�i, xto je dokazano u [32]. Svaka Riqi polu-simetriqna mnogostrukost je i Riqi pseudo-
simetriqna [32], a na Dijagramu 1 je predstavǉen odnos raznih klasa mnogostrukosti di-
menzije n ≥ 4, xto se mo�e videti u radu [33].

Dijagram 1: Odnos raznih klasa mnogostrukosti

g

R ·
g

Ric = f2Q(g,
g

Ric) ⊃
g

R ·
g

R = f1Q(g,
g

R) ⊂
g

R ·
g

C = f3Q(g,
g

C)
∪ ∪ ∪

g

R ·
g

Ric = 0 ⊃
g

R ·
g

R = 0 ⊂
g

R ·
g

C = 0
∪ ∪ ∪

g

∇
g

Ric = 0 ⊃
g

∇
g

R = 0 ⊂
g

∇
g

C = 0
∪ ∪ ∪

g

Ric =
g
r
ng ⊃

g

R =
g
r

2n(n−1)g ∧ g ⊂
g

C = 0

U prethodnom dijagramu je korix�en simbol ∧ koji predstavǉa Kulkarni-Nomizu
proizvod. Za simetriqan (0,2)-tenzor E i (0, k)-tenzor B, k ≥ 2, Kulkarni-Nomizu tenzor
E ∧B se definixe jednaqinom

(E ∧B)(X1, X2, X3, X4;Y3, . . . , Yk) =E(X1, X4)B(X2, X3, Y3, . . . , Yk)

+ E(X2, X3)B(X1, X4, Y3, . . . , Yk)

− E(X1, X3)B(X2, X4, Y3, . . . , Yk)

− E(X2, X4)B(X1, X3, Y3, . . . , Yk).

Funkcija f3 iz relacije
g

R ·
g

C = f3Q(g,
g

C) je definisana na skupu U3 = {p ∈ M |
g

C(p) ̸= 0},
gde je

g

C konformni tenzor krivine tipa (0,4), tj. g(
g

C(X,Y )Z,W ) =
g

C(X,Y, Z,W ). Pritom,
va�i U1 = U2 ∪ U3.

O nekim geometrijskim interpretacijama prethodno opisanih mnogostrukosti mo�e se
pogledati [106].

1.9 Generalisana Rimanova mnogostrukost

Generalisana Rimanova mnogostrukost je n-dimenzionalna mnogostrukost M snabdevena
nesimetriqnim osnovnim tenzorom G. Ovaj tenzor G se mo�e predstaviti preko svog si-
metriqnog dela g (koji je pseudo-Rimanova metrika) i anti-simetriqnog dela F , slede�om
jednaqinom

G(X,Y ) = g(X,Y ) + F (X,Y ),

gde je

g(X,Y ) =
1

2
(G(X,Y ) +G(Y,X)), F (X,Y ) =

1

2
(G(X,Y )−G(Y,X)).

Dakle, generalisana Rimanova mnogostrukost predstavǉa ure�eni par (M, G), a koristi-
�emo i oznaku (M, G = g + F ). Vezu izme�u simetriqnog dela g i anti-simetriqnog dela F
predstavǉamo jednaqinom

F (X,Y ) = g(AX,Y ), (1.9.1)

gde je A tenzor tipa (1,1) (i za ǌega ka�emo da je pridru�en tenzoru F ). U zavisnosti
od osobina tenzora A, mo�emo posmatrati razne mnogostrukosti kao primere generalisane
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Glava 1. Osnovni pojmovi

Rimanove mnogostrukosti, kao xto su skoro Hermitske, skoro para-Hermitske, skoro kon-
taktne metriqke, skoro para-kontaktne metriqke i druge (videti [55, 96]). Zbog toga �emo
tenzor A nazivati strukturni tenzor. Na primer, ako je A2 = −I tada se A naziva skoro
kompleksna struktura, a ako je A2 = I naziva se skoro produkt ili skoro para-kompleksna
struktura, gde je I identiqko preslikavaǌe.

Ajzenhart je u radu [41] definisao koneksiju generalisane Rimanove mnogostrukosti
preko generalisanih Kristofelovih simbola i ta koneksija spada u grupu koneksija sa to-
talno anti-simetriqnim tenzorom torzije. U radu [55], S. Ivanov i M. Zlatanovi� su
prouqavali koneksije na generalisanim Rimanovim mnogostrukostima i dokazali su da je
bilo koja koneksija u potpunosti odre�ena tenzorom torzije i kovarijantnim izvodom u
odnosu na simetriqni deo g. Ovaj rezultat navodimo u narednoj teoremi, gde �emo koris-

titi i (0,3)-tenzor torzije, koji je definisan jednaqinom
1
T (X,Y, Z) = g(

1
T (X,Y ), Z).

Teorema 1.9.1 [55] Neka je (M, G = g + F ) generalisana Rimanova mnogostrukost i
g

∇ Levi-

Qivita koneksija. Linearna koneksija
1
∇ sa tenzorom torzije

1
T je jedinstveno odre�ena slede-

�om jednaqinom

g(
1
∇XY,Z) =g(

g

∇XY,Z) +
1

2
(
1
T (X,Y, Z) +

1
T (Z,X, Y )−

1
T (Y,Z,X))

− 1

2
((

1
∇Xg)(Y,Z) + (

1
∇Y g)(Z,X)− (

1
∇Zg)(Y,X)).

(1.9.2)

Kovarijantni izvod
1
∇F anti-simetriqnog dela F je dat jednaqinom

(
1
∇XF )(Y,Z) =(

g

∇XF )(Y,Z) +
1

2
(
1
T (X,Y,AZ) +

1
T (Z,X,AY ))

+
1

2
(
1
T (AZ,X, Y ) +

1
T (AZ, Y,X) +

1
T (X,AY,Z) +

1
T (Z,AY,X))

+
1

2
((

1
∇Xg)(AY,Z)− (

1
∇Xg)(Y,AZ)− (

1
∇Y g)(AZ,X))

+
1

2
((

1
∇Zg)(AY,X) + (

1
∇AZg)(Y,X)− (

1
∇AY g)(Z,X)).

(1.9.3)

Spoǉaxni diferencijal dF anti-simetriqnog dela F zadovoǉava jednaqinu

dF (X,Y, Z) =−
1
T (X,Y,AZ)−

1
T (Y, Z,AX)−

1
T (Z,X,AY )

+ (
1
∇XF )(Y,Z) + (

1
∇Y F )(Z,X) + (

1
∇ZF )(X,Y ).

(1.9.4)

Obrnuto, bilo koja tri tenzora
1
T ,

1
∇g i

1
∇F koji zadovoǉava (1.9.3) jedinstveno odre�uju kone-

ksiju (1.9.2).

Za koneksiju
1
∇ ka�emo da quva tenzor G ako va�i

1
∇G = 0 i za takvu koneksiju navodimo

slede�u teoremu.

Teorema 1.9.2 [55] Neka je (M, G = g + F ) generalisana Rimanova mnogostrukost i
g

∇ Levi-
Qivita koneksija.

(1) Linearna koneksija
1
∇ quva osnovni tenzor G ako i samo ako quva ǌegov simetriqni deo g

i anti-simetriqni deo F , tj.
1
∇G = 0 ⇔

1
∇g =

1
∇F = 0 ⇔

1
∇g =

1
∇A = 0.
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1.10. Neke vrste vektora

(2) Za linearnu koneksiju
1
∇ koja quva osnovni tenzor G i koja ima tenzor torzije

1
T , va�i

naredna relacija

(
g

∇XF )(Y,Z) =− 1

2
(
1
T (X,Y,AZ) +

1
T (Z,X,AY ))

− 1

2
(
1
T (AZ,X, Y ) +

1
T (AZ, Y,X) +

1
T (X,AY,Z) +

1
T (Z,AY,X)).

(1.9.5)

U stvari, spoǉaxni diferencijal dF anti-simetriqnog dela F zadovoǉava

dF (X,Y, Z) = F (
1
T (X,Y ), Z) + F (

1
T (Y,Z), X) + F (

1
T (Z,X), Y ), ili

dF (X,Y, Z) = −
1
T (X,Y,AZ)−

1
T (Y,Z,AX)−

1
T (Z,X,AY ).

(1.9.6)

Obrnuto, ako va�i uslov (1.9.5) tada postoji jedinstvena linearna koneksija
1
∇, sa ten-

zorom torzije
1
T , koja quva osnovni tenzor G i ona je odre�ena tenzorom torzije

1
T slede�om

formulom

g(
1
∇XY, Z) = g(

g

∇XY, Z) +
1

2
(
1
T (X,Y, Z) +

1
T (Z,X, Y )−

1
T (Y, Z,X))

Napomena 1.9.1 Rastojaǌe, norma i uglovi u generalisanoj Rimanovoj mnogostrukosti se
odre�uju samo pomo�u simetriqnog dela g, tj. pomo�u pseudo-Rimanove metrike g. Naime,
prva fundamentalna forma je odre�ena samo pomo�u g [77], a i skalarni proizvod se defini-
xe kao i u pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti (str. 14 u [71]), tj. ugao φ izme�u tangentnih
vektora X i Y se definixe relacijom

cosφ =
g(X,Y )√

|g(X,X)||g(Y, Y )|
.

1.10 Neke vrste vektora

Ovde �emo navesti definicije nekih specijalnih vektora koje �emo koristiti kroz rad.

Definicija 1.10.1 Vektor P je jediniqni ako va�i g(P, P ) = ±1.

Definicija 1.10.2 Vektori P i V su ortogonalni ako va�i g(P, V ) = 0.

Definicija 1.10.3 U pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti, proizvoǉni vektor P ̸= 0 je vre-
menski, prostorni ili izotropni6, ako je, redom, g(P, P ) < 0, g(P, P ) > 0 ili g(P, P ) = 0.
Vektor P = 0 je prostorni.

Definicija 1.10.4 Torzo-formiraju�i (eng. torse-forming) vektor P je vektor koji zadovoǉava
slede�u relaciju

g

∇XP = ωX + η(X)P, (1.10.1)

gde je η proizvoǉna 1-forma i ω je skalar.

U zavisnosti od η i ω imamo specijalne sluqajeve torzo-formiraju�eg vektora P (za
detaǉnu klasifikaciju mo�e se videti [18]). Na primer, ako je η = 0 tada je vektor P
koncirkularni u Fialkovom smislu (ili Qenov vektor), a ako je η zatvorena forma, tada
se za vektor P ka�e da je koncirkularni u Janovom smislu. Za η = 0 i ω = 0 vektor P je

paralelan u odnosu na koneksiju
g

∇.
6Koriste se i nazivi nul ili svetlosni vektor.
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Glava 1. Osnovni pojmovi

Ako je P jediniqni vektor, tj. g(P, P ) = ±1, i π ǌemu pridru�en kovektor, tj. π(·) =
g(·, P ), tada se torzo-formiraju�i vektor (1.10.1) zapisuje u obliku (videti [130])

(
g

∇Xπ)(Y ) = ω(g(X,Y )∓ π(X)π(Y )). (1.10.2)

Definicija 1.10.5 Vektor P se naziva konformni ( ili konformno-Kilingov) ako je

LP g = 2ωg,

gde je L Liov izvod, a ω skalarna funkcija. Ako je ω = 0 tada se vektor P naziva Kilingov.

Definicija 1.10.6 Za vektor P ka�emo da je uopxteno geodezijski ako zadovoǉava jednaqinu

g

∇PP = ωP,

gde je ω skalarna funkcija, a ako je ω = 0 ka�emo da je P geodezijski vektor.

Definicija 1.10.7 Gradijent je vektorsko poǉe kojem odgovara kovektor qije su komponente
parcijalni izvodi neke funkcije.

Na primer, ako je data funkcija f tada se gradijentni vektor oznaqava sa gradf , a df
je ǌegov odgovaraju�i kovektor, tj. diferencijal te funkcije, xto se mo�e izraziti na
slede�i naqin

g(gradf,X) = (df)(X) = Xf.

Uslov zatvorenosti kovektora je ekvivalentan uslovu gradijentnosti, pa se qesto za
zatvoreni kovektor koristi i termin gradijent.

Laplas-Beltramijev operator (ili samo Laplasijan) neke funkcije predstavǉa divergen-

ciju gradijentna i oznaqava se sa △ = div grad, ali �emo ovde koristiti oznaku
g

△ kako bismo
ukazali da se odnosi na Levi-Qivita koneksiju.
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Glava 2

Polu-simetriqne koneksije

Nakon xto je E. Kartan uveo pojam tenzora torzije, polu-simetriqna koneksija je defi-
nisana 1924. god. u radu A. Fridmana i J. A. Shautena [43]. Eksplicitnu jednaqinu
polu-simetriqne metriqke koneksije, u zavisnosti od Levi-Qivita koneksije, je predstavio
E. Pak 1969. god. [82]. Nedugo zatim, ovu koneksiju je prouqavao K. Jano [132] i M.
Prvanovi� [89], nakon qega su poqeli da je prouqavaju mnogi autori u raznim mnogostru-
kostima. U ovoj glavi �emo krenuti od osnovnih informacija o ovoj koneksiji, a onda
�emo posmatrati ǌene specijalne sluqajeve. Najpre �emo prouqavati koncirkularnu polu-
simetriqnu metriqku koneksiju, koja se definixe preko uslova da je generator te koneksije
koncirkularan (u Janovom smislu). Ovu koneksiju �emo primeniti na Lorencove mnogo-
strukosti, gde se svodi na polu-simetriqnu metriqku P -koneksiju. Posmatra�emo i polu-
simetriqnu metriqku koneksiju sa generatorom koji je paralelan u odnosu na Levi-Qivita
koneksiju. Zatim �emo se baviti projektivnom polu-simetriqnom koneksijom, koja se defi-
nixe kao polu-simetriqna koneksija koja ima iste geodezijske linije kao i Levi-Qivita ko-
neksija. Neki od predstavǉenih rezultata u ovoj glavi su publikovani u radovima [64,144].

2.1 Polu-simetriqna metriqka koneksija

Koneksija
1
∇ koja ima tenzor torzije oblika

1
T (X,Y ) = π(Y )X − π(X)Y, (2.1.1)

naziva se polu-simetriqna koneksija [43], gde je π proizvoǉna 1-forma, koja se naziva gene-
rator ove koneksije. Ovde �emo prouqavati polu-simetriqnu metriqku koneksiju u pseudo-

Rimanovoj mnogostrukosti (M, g) dimenzije n > 2, tj. polu-simetriqnu koneksiju
1
∇ za koju

va�i
1
∇g = 0. Ako je P vektor pridru�en 1-formi π, tj. vektor za koji va�i π(X) = g(X,P ),

polu-simetriqna metriqka koneksija je data jednaqinom

1
∇XY =

g

∇XY + π(Y )X − g(X,Y )P, (2.1.2)

gde je sa
g

∇ oznaqena Levi-Qivita koneksija [82]. Odgovaraju�a simetriqna koneksija
0
∇ i

dualna koneksija
2
∇ su definisane slede�im jednaqinama [87]

0
∇XY =

g

∇XY +
1

2
π(Y )X +

1

2
π(X)Y − g(X,Y )P, (2.1.3)

2
∇XY =

g

∇XY + π(X)Y − g(X,Y )P. (2.1.4)
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Kovarijantni izvod 1-forme π u odnosu na polu-simetriqnu metriqku koneksiju
1
∇ zado-

voǉava jednaqinu

(
1
∇Xπ)(Y ) = (

g

∇Xπ)(Y )− π(X)π(Y ) + π(P )g(X,Y ). (2.1.5)

Tenzor krivine
1
R koneksije

1
∇ se mo�e odrediti preko jednaqine (1.6.1) slede�im pos-

tupkom [132]
1
R(X,Y )Z =

1
∇X

1
∇Y Z −

1
∇Y

1
∇XZ −

1
∇[X,Y ]Z

=
1
∇X(

g

∇Y Z + π(Z)Y − g(Y, Z)P )−
1
∇Y (

g

∇XZ + π(Z)X − g(X,Z)P )

− (
g

∇[X,Y ]Z + π(Z)[X,Y ]− g([X,Y ], Z)P )

=
g

∇X(
g

∇Y Z + π(Z)Y − g(Y, Z)P ) + π(
g

∇Y Z + π(Z)Y − g(Y, Z)P )X

− g(X,
g

∇Y Z + π(Z)Y − g(Y, Z)P )P −
g

∇Y (
g

∇XZ + π(Z)X − g(X,Z)P )

− π(
g

∇XZ + π(Z)X − g(X,Z)P )Y + g(Y,
g

∇XZ + π(Z)X − g(X,Z)P )

− (
g

∇[X,Y ]Z + π(Z)[X,Y ]− g([X,Y ], Z)P ),

odakle se, nakon sre�ivaǌa, dobija relacija izme�u tenzora krivine
1
R polu-simetriqne

metriqke koneksije
1
∇ i Rimanovog tenzora krivine

g

R Levi-Qivita koneksije
g

∇, koja glasi
1
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − α(Y,Z)X + α(X,Z)Y − g(Y,Z)AX + g(X,Z)AY, (2.1.6)

gde je A tenzor tipa (1,1) pridru�en (0,2)-tenzoru α, koji je dat jednaqinom

α(X,Y ) = g(AX,Y ) = (
g

∇Xπ)(Y )− π(X)π(Y ) +
1

2
π(P )g(X,Y ). (2.1.7)

Kontrakcijom jednaqine (2.1.6) po vektorskom poǉu X dobijamo odgovaraju�i Riqijev tenzor
1
Ric(Y,Z) =

g

Ric(Y,Z)− (n− 2)α(Y,Z)− āg(Y,Z),

gde je ā trag tenzora α. Kontrakcijom prethodne jednaqine, dolazimo do relacije izme�u

skarala krivine
1
r i

g
r

1
r =

g
r − 2ā(n− 1).

Ostali tenzori krivine
θ
R, θ = 0, 2, 3, 4, 5, koji sa

1
R qine linearno nezavisnu bazu, se mogu

odrediti korix�eǌem jednaqina (1.6.2) - (1.6.6), (2.1.1), (2.1.2) i (2.1.6).

Teorema 2.1.1 [87] Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa polu-simetriqnom

metriqkom koneksijom (2.1.2). Tenzori krivine
θ
R, θ = 0, 2, . . . , 5, i Rimanov tenzor krivine

g

R
su povezani slede�im jednaqinama

0
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − 1

2
α(Y,Z)X +

1

2
α(X,Z)Y +

1

2
(α(X,Y )− α(Y,X))Z − g(Y,Z)AX

+ g(X,Z)AY +
1

4
π(P )(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y )− 1

4
π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ),

(2.1.8)

2
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + (β(X,Y )− β(Y,X))Z − g(Y,Z)BX + g(X,Z)BY, (2.1.9)
3
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + β(X,Z)Y − β(Y,X)Z − g(Y,Z)BX + g(X,Z)BY
+ π(P )(g(X,Z)Y − g(X,Y )Z),

(2.1.10)

4
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + β(X,Z)Y − β(Y,X)Z − g(Y,Z)BX + g(X,Z)BY
+ π(P )(g(X,Z)Y − g(X,Y )Z)− π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ),

(2.1.11)
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5
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2
β(X,Z)Y − 1

2
β(Y,Z)X +

1

2
(β(X,Y )− β(Y,X))Z − g(Y,Z)BX

+ g(X,Z)BY +
1

2
π(P )(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X)− 1

2
π(Y )(π(Z)X − π(X)Z),

(2.1.12)

gde je α tenzor dat jednaqinom (2.1.7), a B je (1,1)-tenzor pridru�en (0,2)-tenzoru β koji ima
oblik

β(X,Y ) = g(BX,Y ) = (
g

∇Xπ)(Y )− π(X)π(Y ). (2.1.13)

U radu [132] je dokazano da je (pseudo-)Rimanova mnogostrukost sa polu-simetriqnom

metriqkom koneksijom konformno ravna ako i samo ako je tenzor krivine
1
R jednak nuli,

dok je u [87] dokazano da je mnogostrukost konformno ravna ako ixqezava tenzor krivine
0
R i Riqijev tenzor

1
Ric. Tako�e, u prethodno navedenom radu je dokazano da je posmatrana

mnogostrukost projektivno ravna ako i samo ako nestaje tenzor krivine
4
R.

Koneksija
2
∇, data jednaqinom (2.1.4), je prouqavana u radu [90], gde su odre�eni uslovi

da mnogostrukost sa tom koneksijom bude koncirkularno ravna i projektivno ravna.
Postoji mnogobrojna literatura koja se bavi raznim problemima u mnogostrukostima sa

polu-simetriqnom metriqkom koneksijom, a mi �emo u nastavku prouqavati koneksije koje
su nastale na osnovu ǌe.

2.2 Koncirkularna polu-simetriqna metriqka koneksija

Koncirkularna polu-simetriqna metriqka koneksija je specijalan sluqaj polu-simetriqne
metriqke koneksije qiji je generator koncirkularan u Janovom smislu, odnosno qiji gene-
rator zadovoǉava uslov kojim konformno preslikavaǌe postaje koncirkularno i pri takvom
preslikavaǌu se quvaju geodezijski krugovi. Ovu koneksiju formalno uvodimo slede�om
definicijom.

Definicija 2.2.1 [111] Ako generator π polu-simetriqne metriqke koneksije (2.1.2) zado-
voǉava jednaqinu

(
g

∇Xπ)(Y )− π(X)π(Y ) = ωg(X,Y ), (2.2.1)

gde je ω proizvoǉni skalar, tada se takva koneksija zove koncirkularna polu-simetriqna
metriqka koneksija.

Na osnovu prethodne jednaqine se jasno vidi da je kovektor π zatvoren, kao i to da se ova
jednaqina mo�e dobiti iz (1.10.1) za η = π, xto znaqi da je vektor koji zadovoǉava uslov
(2.2.1) zaista koncirkularni vektor u Janovom smislu. U nastavku �emo ispitati jox neke
ǌegove osobine. Zamenom jednaqine (2.2.1) u (2.1.5) imamo

(
1
∇Xπ)(Y ) = (ω + π(P ))g(X,Y ),

odnosno
1
∇XP = (ω + π(P ))X, (2.2.2)

odakle imamo naredno tvr�eǌe.

Teorema 2.2.1 Vektorsko poǉe P je koncirkularno u Fialkovom smislu u odnosu na koncirku-
larnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju.

Ako je vektor P paralelan u odnosu na koneksiju
1
∇, tj. ako va�i

1
∇P = 0, tada se takva

koneksija naziva polu-simetriqna metriqka P -koneksija [17]. Na osnovu jednaqine (2.2.2)

vidimo da je
1
∇P = 0 ako i samo ako ω+ π(P ) = 0, xto znaqi da je polu-simetriqna metriqka

P -koneksija specijalan sluqaj koncirkularne polu-simetriqne metriqke koneksije.
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

Teorema 2.2.2 Koncirkularna polu-simetriqna metriqka koneksija je polu-simetriqna me-
triqka P -koneksija ako i samo ako je g(P, P ) = −ω.

Na osnovu jednaqina (2.1.2) i (2.2.1) dobijamo naredne relacije

1
∇PY =

g

∇PY, (2.2.3)

(
g

∇Xπ)(P ) = (
g

∇Pπ)(X) = π(
g

∇PX) = (ω + π(P ))π(X), (2.2.4)
(LPπ)(X) = 2(ω + π(P ))π(X), (2.2.5)

(LP g)(X,Y ) = 2(
g

∇Xπ)(Y ). (2.2.6)

Za Liov izvod metriqkog tenzora g u odnosu na koncirkularnu polu-simetriqnu metriqku
koneksiju imamo

(
1
LP g)(X,Y ) = Pg(X,Y )− g(

1
∇PX −

1
∇XP, Y )− g(X,

1
∇PY −

1
∇Y P )

= (
1
∇P g)(X,Y ) + g(

1
∇XP, Y ) + g(X,

1
∇Y P )

= 0 + g((ω + π(P ))X,Y ) + g(X, (ω + π(P ))Y ),

pri qemu smo koristili i jednaqinu (2.2.2). Daǉe dobijamo

1
LP g = 2(ω + π(P ))g,

qime smo dokazali narednu teoremu i ǌenu posledicu.

Teorema 2.2.3 Vektor P je konformni u odnosu na koncirkularnu polu-simetriqnu metriqku
koneksiju.

Posledica 2.2.1 Vektor P je Kilingov u odnosu na koncirkularnu polu-simetriqnu metriqku
koneksiju ako i samo ako je g(P, P ) = −ω.

Napomena 2.2.1 Kilingov vektor u odnosu na nesimetriqnu metriqku koneksiju je zapravo
pseudo-Kilingov vektor koji je prouqavan u radovima [118,134].

Napomena 2.2.2 K. Jano je u radu [129] koncirkularna preslikavaǌa definisao preko uslova

(
g

∇Xπ)(Y )− π(X)π(Y ) +
1

2
π(P )g(X,Y ) = µg(X,Y ), (2.2.7)

xto je ekvivalentno sa (2.2.1), pri qemu je µ = ω+ 1
2π(P ). Polu-simetriqna metriqka koneksija

sa uslovom (2.2.7) je prouqavana u radu [117] i nazvana je S-koncirkularna.

Napomena 2.2.3 U objavǉenim radovima [64,144] rezultati su dati za Rimanove mnogostruko-
sti, ali su oni va�e�i i za pseudo-Rimanove mnogostrukosti, pa �emo rezultate iz rada [64],
zbog primene na Lorencove mnogostrukosti, ovde navoditi za pseudo-Rimanove mnogostruko-
sti.

2.2.1 Osobine tenzora krivine

S obzirom na to da je kovektor π zatvoren, korix�eǌem Teoreme 3.7. i 3.8. iz rada [87],

zakǉuqujemo da su svi tenzori krivine
θ
R ove koneksije cikliqno-simetriqni i da su odgo-

varaju�i Riqijevi tenzori
θ
Ric simetriqni, θ = 0, 1, . . . , 5.
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Ako u jednaqini (2.1.7) iskoristimo (2.2.1), tada dobijamo

α(X,Y ) = (ω +
1

2
π(P ))g(X,Y ). (2.2.8)

Korix�eǌem prethodne jednaqine i (2.1.6), nalazimo da tenzor krivine koncirkularne polu-
simetriqne metriqke koneksije ima oblik [111]

1
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + 2(ω +
1

2
π(P ))(g(X,Z)Y − g(Y, Z)X), (2.2.9)

odakle se dobija Riqijev tenzor

1
Ric(Y,Z) =

g

Ric(Y,Z)− 2(n− 1)(ω +
1

2
π(P ))g(Y,Z) (2.2.10)

i skalarna krivina
1
r =

g
r − 2n(n− 1)(ω +

1

2
π(P )). (2.2.11)

Slede�e dve teoreme se mogu dokazati eliminacijom skalara ω i π(P ) u prethodnim jedna-
qinama.

Teorema 2.2.4 [111] Ako Rimanova mnogostrukost (dimenzije n > 2) dopuxta koncirkularnu
polu-simetriqnu metriqku koneksiju tada je projektivni tenzor krivine ove koneksije jednak
Vejlovom projektivnom tenzoru krivine Levi-Qivita koneksije, tj. va�i

1
W (X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z +

1

n− 1

( 1
Ric(X,Z)Y −

1
Ric(Y, Z)X

)
=

g

W (X,Y )Z. (2.2.12)

Teorema 2.2.5 [111] Ako Rimanova mnogostrukost (dimenzije n > 2) dopuxta koncirkularnu
polu-simetriqnu metriqku koneksiju tada je koncirkularni tenzor krivine ove koneksije jednak
koncirkularnom tenzoru krivine Levi-Qivita koneksije, tj. va�i

1
Z(X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z +

1
r

n(n− 1)

(
g(X,Z)Y − g(Y,Z)X

)
=

g

Z(X,Y )Z. (2.2.13)

Korix�eǌem jednaqine (2.2.1), (2.2.8) i Teoreme 2.1.1 lako dobijamo ostale tenzore kri-
vine koncirkularne polu-simetriqne metriqke koneksije.

Teorema 2.2.6 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-

simetriqnom metriqkom koneksijom. Tenzori krivine
θ
R, θ = 0, 2, 3, 4, 5, i Rimanov tenzor

krivine
g

R zadovoǉavaju slede�e jednaqine

0
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2
(3ω + π(P ))(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X)− 1

4
π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ), (2.2.14)

2
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + ω(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X), (2.2.15)
3
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + ω(2g(X,Z)Y − g(Y,X)Z− g(Y,Z)X)+ π(P )(g(X,Z)Y − g(X,Y )Z), (2.2.16)

4
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + ω(2g(X,Z)Y − g(Y,X)Z− g(Y,Z)X)+ π(P )(g(X,Z)Y − g(X,Y )Z)

− π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ),
(2.2.17)

5
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2
(3ω + π(P ))(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X)− 1

2
π(Y )(π(Z)X − π(X)Z). (2.2.18)

Postupkom eliminacije generatora koncirkularne polu-simetriqne metriqke koneksije
iz jednaqina tenzora krivine, sada mo�emo dokazati narednu teoremu.
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Teorema 2.2.7 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-

simetriqnom metriqkom koneksijom. Tenzori
θ
W , θ = 0, 2, 3, 4, 5, dati jednaqinama

0
W (X,Y )Z=

0
R(X,Y )Z+

1

n− 1
(
0
Ric(X,Z)Y −

0
Ric(Y,Z)X), (2.2.19)

2
W (X,Y )Z=

2
R(X,Y )Z+

1

n− 1
(
2
Ric(X,Z)Y −

2
Ric(Y,Z)X), (2.2.20)

3
W (X,Y )Z=

3
R(X,Y )Z+

1

n− 1
(
3
Ric(X,Z)Y −

3
Ric(Y,Z)X)+

1

n− 1
(′

3
R(X,Z)Y − ′ 3R(X,Y )Z), (2.2.21)

4
W (X,Y )Z=

4
R(X,Y )Z+

1

n− 1
(
4
Ric(X,Z)Y −

4
Ric(Y,Z)X)−

′4r

n(n− 1)
(g(X,Z)Y − g(X,Y )Z), (2.2.22)

5
W (X,Y )Z=

5
R(X,Y )Z+

1

n− 1
(
5
Ric(X,Z)Y −

5
Ric(Y,Z)X)+

1

n− 1
(′

5
R(Y, Z)Y − ′ 5R(X,Y )Z), (2.2.23)

su nezavisni od π i jednaki su Vejlovom projektivnom tenzoru krivine
g

W , gde su ′
ν
R, ν = 3, 4, 5,

(0,2)-tenzori definisani jednaqinom ′
ν
R(X,Y ) = trace{Z →

ν
R(X,Y )Z}, a ′4r je trag tenzora ′

4
R.

Dokaz: Dokaz �emo izvesti za tenzor
3
W . Kontrakcijom po vektoru X u jednaqini (2.2.16),

dobijamo odgovaraju�i Riqijev tenzor

3
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y, Z)− (n− 1)ωg(Y,Z), (2.2.24)

odakle sledi

ωg(Y,Z) =
1

n− 1
(
g

Ric(Y,Z)−
3
Ric(Y,Z)). (2.2.25)

Sa druge strane, jednaqinu (2.2.16) �emo kontrakovati po Z i uvesti oznaku
3
′R(X,Y ) =

trace{Z →
3
R(X,Y )Z}. Tada imamo

′ 3R(X,Y ) = −(n− 1)(ω + π(P ))g(X,Y ), (2.2.26)

pri qemu smo koristili qiǌenicu da je trace{Z →
g

R(X,Y )Z} = 0. Na osnovu jednaqina
(2.2.25) i (2.2.26), dobijamo

π(P )g(X,Y ) =
1

n− 1
(
3
Ric(X,Y )− ′ 3R(X,Y )−

g

Ric(X,Y )). (2.2.27)

Ako jednaqine (2.2.25) i (2.2.27) zamenimo u (2.2.16), posle sre�ivaǌa, dobijamo

3
W (X,Y )Z =

g

W (X,Y )Z,

gde je tenzor
3
W dat (2.2.21), a

g

W je Vejlov projektivni tenzor dat jednaqinom (1.7.5).

Postupak dokazivaǌa je sliqan i za ostale tenzore
θ
W , pri qemu napomiǌemo da se za

odre�ivaǌe tenzora
0
W , pored rezultata koji se dobijaju na osnovu tenzora krivine

0
R, za

eliminaciju π(P ) i ω iz jednaqine tog tenzora krivine, koristi i jednaqina (2.2.11), koja

zajedno sa odgovaraju�om jednaqinom dobijenom na osnovu
0
R qini sistem od dve jednaqine

sa dve nepoznate π(P ) i ω (videti [64]). □
Nastavǉaju�i sa postupkom eliminacije generatora koncirkularne polu-simetriqne me-

triqke koneksije iz jednaqina tenzora krivine i odgovaraju�ih Riqijevih tenzora, dobijamo
jox neke tenzore koji ne zavise od generatora π.
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Teorema 2.2.8 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-

simetriqnom metriqkom koneksijom. Tenzori
θ
Z, θ = 2, 3, 5, dati jednaqinama

2
Z(X,Y )Z =

2
R(X,Y )Z +

2
r

n(n− 1)
(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X), (2.2.28)

3
Z(X,Y )Z =

3
R(X,Y )Z +

3
r

n(n− 1)
(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X) +

′3r

n(n− 1)
(g(X,Z)Y − g(X,Y )Z), (2.2.29)

5
Z(X,Y )Z =

5
R(X,Y )Z +

1

n− 1
(′

5
R(Y,Z)X − ′ 5R(X,Y )Z) +

5
r + ′5r

n(n− 1)
(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X), (2.2.30)

su nezavisni od π i jednaki su koncirkularnom tenzoru krivine
g

Z, gde su ′νr, ν = 3, 5, tragovi

tenzora ′
ν
R(X,Y ) = trace{Z →

ν
R(X,Y )Z}.

Dokaz: Na osnovu jednaqina (2.2.25) i (2.2.26), dobijamo

ω =

g
r − 3

r

n(n− 1)
, (2.2.31)

′3r = −n(n− 1)ω − n(n− 1)π(P ). (2.2.32)

Kombinacijom prethodnih jednaqina, imamo da va�i

π(P ) =

3
r − ′3r −

g
r

n(n− 1)
. (2.2.33)

Zamenom jednaqina (2.2.31) i (2.2.33) u (2.2.16), posle sre�ivaǌa, dobijamo

3
Z(X,Y )Z =

g

Z(X,Y )Z,

gde je
3
Z tenzor dat jednaqinom (2.2.29) i

g

Z je koncirkularni tenzor krivine metrike g dat
jednaqinom (1.7.4). □

Prethodne teoreme direktno impliciraju naredna tvr�eǌa.

Posledica 2.2.2 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g,
1
∇) sa koncirkularnom polu-simetri-

qnom metriqkom koneksijom je projektivno ravna ako i samo ako nestaje bilo koji od tenzora
θ
W , θ = 0, 1, . . . , 5, koji su dati jednaqinama (2.2.12), (2.2.19)-(2.2.23).

Posledica 2.2.3 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g,
1
∇) sa koncirkularnom polu-simetri-

qnom metriqkom koneksijom je koncirkularno ravna ako i samo ako nestaje bilo koji od tenzora
θ
Z, θ = 1, 2, 3, 5, koji su dati jednaqinama (2.2.13), (2.2.28)-(2.2.30).

Tenzori
θ
W , θ = 0, 1, 2 dati sa (2.2.19), (2.2.12) i (2.2.20), su projektivni tenzori krivine

koneksija
0
∇,

1
∇ i

2
∇, redom. Tenzori

θ
Z, θ = 1, 2 dati sa (2.2.13) i (2.2.28), su koncirkularni

tenzori krivine koneksija
1
∇ i

2
∇, redom.
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2.2.2 Transformacije koneksija

U ovom delu �emo posmatrati transformacije koneksija pri kojima je invarijantan Rimanov

tenzor krivine
g

R, kao i transformacije koneksija pri kojima su invarijantni Vejlov proje-

ktivni tenzor krivine
g

W i koncirkularni tenzor krivine
g

Z. Ako je ω ̸= 0, za transformacije

koneksija
g

∇ →
θ
∇, θ = 0, 1, 2, �emo re�i da su netrivijalne, dok su za ω = 0 trivijalne.

Za odre�ivaǌe uslova pri kojima je Rimanov tenzor krivine
g

R invarijantan pri trans-

formaciji koneksija
g

∇ →
θ
∇, θ = 0, 1, 2, posmatra�emo tenzore krivine linearnih koneksija

θ
∇. Najpre, na osnovu jednaqine (2.2.9) zakǉuqujemo da je tenzor krivine

1
R jednak Rimanovom

tenzoru krivine
g

R ako i samo ako je

(ω +
1

2
π(P ))(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X) = 0,

xto je ekvivalentno sa uslovom
2ω = −g(P, P ),

pa mo�emo formulisati naredno tvr�eǌe.

Teorema 2.2.9 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-

simetriqnom metriqkom koneksijom
1
∇ i neka je

g

∇ Levi-Qivita koneksija. Rimanov tenzor

krivine
g

R je invarijantan pri transformaciji koneksija
g

∇ →
1
∇ ako i samo ako je 2ω = −g(P, P ).

Polaze�i od tenzora krivine druge vrste, lako mo�emo dokazati narednu teoremu.

Teorema 2.2.10 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-

simetriqnom metriqkom koneksijom
1
∇, koja ima dualnu koneksiju

2
∇, i neka je

g

∇ Levi-Qivita

koneksija. Rimanov tenzor krivine
g

R je invarijantan pri transformaciji koneksija
g

∇ →
2
∇

ako i samo ako je transformacija trivijalna.

Dokaz: Iz jednaqine (2.2.15) zakǉuqujemo da je tenzor krivine
2
R jednak Rimanovom tenzoru

krivine
g

R ako i samo ako je
ω(g(X,Z)Y − g(Y, Z)X) = 0,

odakle dobijamo ω = 0, xto znaqi da je transformacija koneksija
g

∇ →
2
∇ trivijalna. □

Ako pretpostavimo da je
0
R =

g

R, tada iz jednaqine (2.2.14) sledi da je

1

2
(3ω + π(P ))(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X)− 1

4
π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ) = 0.

Kontrakcijom prethodne jednaqine po X dobijamo

n− 1

2
(3ω + π(P ))g(Y,Z) +

n− 1

4
π(Y )π(Z) = 0

i ako uzmemo Z = P , prethodna jednaqina dobija oblik1

3(n− 1)

4
(2ω + π(P ))π(Y ) = 0,

odakle je
2ω + π(P ) = 0.

Ovim smo dokazali slede�u teoremu.
1U radu [64] je korix�en drugaqiji postupak, zbog qega je dobijen rezultat koji zavisi od dimenzije mnogo-

strukosti.
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Teorema 2.2.11 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-

simetriqnom metriqkom koneksijom
1
∇, koja ima simetriqnu koneksiju

0
∇, i neka je

g

∇ Levi-

Qivita koneksija. Ako je Rimanov tenzor krivine
g

R invarijantan pri transformaciji kone-

ksija
g

∇ →
0
∇, tada je 2ω = −g(P, P ).

Na osnovu jednaqine (2.2.12) i Teoreme 2.2.7, vidimo da se projektivni tenzori krivine

koneksija
θ
∇, θ = 0, 1, 2, poklapaju sa Vejlovim projektivnim tenzorom krivine Levi-Qivita

koneksije, pa mo�emo formulisati narednu teoremu.

Teorema 2.2.12 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-

simetriqnom metriqkom koneksijom
1
∇, koja ima simetriqnu koneksiju

0
∇ i dualnu koneksiju

2
∇, i neka je

g

∇ Levi-Qivita koneksija. Vejlov projektivni tenzor krivine
g

W je invarijantan

pri transformaciji koneksija
g

∇ →
θ
∇, θ = 0, 1, 2.

Sliqno, na osnovu jednaqine (2.2.13) i Teoreme 2.2.8, vidimo da se koncirkularni ten-

zori krivine koneksija
1
∇ i

2
∇ poklapaju sa koncirkularnim tenzorom krivine Levi-Qivita

koneksije, xto implicira slede�i zakǉuqak.

Teorema 2.2.13 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-

simetriqnom metriqkom koneksijom
1
∇, koja ima dualnu koneksiju

2
∇, i neka je

g

∇ Levi-Qivita

koneksija. Koncirkularni tenzor krivine
g

Z je invarijantan pri transformaciji koneksija
g

∇ →
1
∇ i

g

∇ →
2
∇.

2.2.3 Ajnxtajnove mnogostrukosti

Tenzor
g

E koji je dat jednaqinom
g

E =
g

Ric−
g
r

n
g, (2.2.34)

se naziva Ajnxtajnov tenzor [70], Riqijev tenzor bez traga [109] ili koncirkularni Riqi
tenzor [28]. Ako je ovaj tenzor jednak nuli tada pseudo-Rimanova mnogostrukost postaje
Ajnxtajnova, koja ima primenu u mnogim nauqnim disciplinama, kao xto su matematiqka
fizika, teorija gravitacije itd. Dakle, Ajnxtajnova mnogostrukost (u odnosu na metriku
g) se karakterixe slede�om jednaqinom

g

Ric =

g
r

n
g, (2.2.35)

pri qemu je
g
r = const. za n > 2. U radu [66], dekompozicijom linearno nezavisnih tenzora

krivine odre�eni su tenzori Ajnxtajnovog tipa (o ǌima �e vixe reqi biti u posledǌoj
glavi), dok su u [86] odre�eni kao invarijante pri koncirkularnom preslikavaǌu general-
isanih Rimanovih mnogostrukosti. Korix�eǌem tenzora Ajnxtajnovog tipa, koji su dati
jednaqinama

θ
E =

θ
Ric−

θ
r

n
g, θ = 0, 1, 2, . . . , 5,

mo�emo definisati specijalne klase pseudo-Rimanovih mnogostrukosti sa koncirkularnom
polu-simetriqnom metriqkom koneksijom, a zatim �emo odrediti nove uslove da posmatrana

mnogostrukost bude Ajnxtajnova. U ovom sluqaju, svi tenzori Ajnxtajnovog tipa
θ
E, θ =

0, 1, 2, . . . , 5 su simetriqni, xto je posledica osobine simetriqnosti koju imaju odgovaraju�i

Riqijevi tenzori
θ
Ric, pa mo�emo uvesti slede�u definiciju.
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Definicija 2.2.2 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g,
1
∇) sa koncirkularnom polu-sime-

triqnom metriqkom koneksijom je mnogostrukost Ajnxtajnovog tipa θ vrste, θ = 0, 1, 2, . . . , 5,

ako ixqezava tenzor Ajnxtajnovog tipa θ vrste, tj. ako je
θ
E = 0.

U nastavku �emo detaǉno ispitati ovakve mnogostrukosti. Najpre, ako je mnogostrukost
Ajnxtajnovog tipa prve vrste, tada je

1
Ric =

1
r

n
g

i na osnovu jednaqine (2.2.10) sledi

1
r

n
g =

g

Ric− 2(n− 1)(ω +
1

2
π(P ))g.

Daǉe, uzimaju�i u obzir jednaqinu (2.2.11), imamo da je

1

n
(
g
r − 2n(n− 1)(ω +

1

2
π(P )))g =

g

Ric− 2(n− 1)(ω +
1

2
π(P ))g,

odakle, posle sre�ivaǌa, dobijamo
g

Ric =

g
r

n
g,

xto nam pokazuje da je ovakva mnogostrukost Ajnxtajnova.
Obrnuto, ako pretpostavimo da va�i prethodna jednaqina, tada na osnovu (2.2.10) i

(2.2.11), dobijamo
1
Ric =

1
r

n
g.

Prethodnim postupkom smo dokazali slede�u teoremu.

Teorema 2.2.14 Pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-simetriqnom me-
triqkom koneksijom je Ajnxtajnova mnogostrukost ako i samo ako je mnogostrukost Ajnxtajn-
ovog tipa prve vrste.

Korix�eǌem sliqnog postupka i jednaqina Riqijevog tenzora i skalara krivine druge
vrste, mo�emo dokazati slede�u teoremu.

Teorema 2.2.15 Pseudo-Rimanova mnogostrukost sa koncirkularnom polu-simetriqnom me-
triqkom koneksijom je Ajnxtajnova mnogostrukost ako i samo ako je mnogostrukost Ajnxtajn-
ovog tipa druge vrste.

Na osnovu jednaqina (2.2.15) i (2.2.16) imamo da je
2
Ric =

3
Ric, odakle sledi da je i

2
E =

3
E, xto znaqi da se mnogostrukosti Ajnxtajnovog tipa druge i tre�e vrste poklapaju, pa

prethodna teorema va�i i za mnogostrukost Ajnxtajnovog tipa tre�e vrste.

Napomena 2.2.4 Tenzori
ν
E, ν = 1, 2, 3 se mogu dobiti kontrakcijom tenzora

ν
Z, datih jednaqi-

nama (2.2.13), (2.2.28) i (2.2.29). Sa druge strane, Ajnxtajnov tenzor
g

E se dobija kontrakcijom

koncirkularnog tenzora krivine
g

Z, pa na osnovu Teoreme 2.2.13 sledi da je i Ajnxtajnov tenzor
g

E invarijantan pri transformacijama
g

∇ →
1
∇ i

g

∇ →
2
∇.
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2.2.4 Kvazi-Ajnxtajnove mnogostrukosti

Postoji mnogo radova koji se bave uopxtavaǌem Ajnxtajnovih mnogostrukosti, sa razli-
qitim pristupima, xto zavisi od posmatranog problema. Na primer, kvazi-Ajnxtajnove
su samo jedne od mnogih mnogostrukosti koje uopxtavaju Ajnxtajnove. Kvazi-Ajnxtajnova
mnogostrukost je pseudo-Rimanova mnogostrukost qiji je Riqijev tenzor oblika

g

Ric = ag + bπ ⊗ π, (2.2.36)

pri qemu u literaturi postoje slede�i sluqajevi ovih mnogostrukosti:

1) U radu [12], a i b su skalarne funkcije, a π je 1-forma sa pridru�enim jediniqnim
vektorom;

2) U radu [34], a i b su realne konstante, a π je 1-forma;

3) U radu [47], a i b su skalarne funkcije, a π je zatvorena 1-forma;

4) U radu [50], a i b su skalarne funkcije, a π je 1-forma.

Naime, u radu [47] su prouqavane kvazi-Ajnxtajnove lokalno konformne Kelerove mno-
gostrukosti, sa zatvorenom 1-formom (tzv. Liovom formom), kod kojih je Riqijev tenzor
oblika (2.2.36), pri qemu su a i b skalarne funkcije.

U prethodnom delu smo iskoristili tenzore Ajxtajnovog tipa prve, druge i tre�e vrste,
a u nastavku �emo iskoristiti preostale tenzore Ajnxtajnovog tipa u odnosu na koncirku-
larnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju i pomo�u ǌih �emo odrediti nove uslove da
mnogostrukost bude kvazi-Ajnxtajnova (u odnosu na metriku g).

Ako je mnogostrukost Ajnxtajnovog tipa nulte vrste, tj. ako je
0
E = 0, tada za Riqijev

tenzor nulte vrste va�i
0
Ric =

0
r

n
g. (2.2.37)

Riqijev tenzor i skalar krivine nulte vrste se mogu dobiti na osnovu jednaqine (2.2.14) i
dati su jednaqinama

0
Ric =

g

Ric− n− 1

2
(3ω + π(P ))g − n− 1

4
π ⊗ π (2.2.38)

i
0
r =

g
r − 3n(n− 1)

2
ω − (n− 1)(2n+ 1)

4
π(P ). (2.2.39)

Nakon zamene jednaqine (2.2.37) u (2.2.38), dobijamo

1

4
(4

g
r − 6n(n− 1)ω − (n− 1)(2n+ 1)π(P ))g =

g

Ric− n− 1

2
(3ω + π(P ))g

− n− 1

4
π ⊗ π,

gde smo uzeli u obzir i (2.2.39). Daǉe, na osnovu prethodne jednaqine dobijamo da va�i

g

Ric =
1

4n
(4

g
r − (n− 1)π(P )) +

n− 1

4
π ⊗ π,

odakle vidimo da je mnogostrukost kvazi-Ajnxtajnova, prema definiciji iz rada [47], jer
je, kao xto ve� znamo, na osnovu uslova (2.2.1), 1-forma π zatvorena.

Obrnuto, ako pretpostavimo da va�i prethodna jednaqina, tada na osnovu (2.2.38) i
(2.2.39), nakon jednostavnog raquna, dobijamo

0
Ric =

0
r

n
g,

xto znaqi da je ovakva mnogostrukost Ajnxtajnovog tipa nulte vrste.
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Teorema 2.2.16 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g,
1
∇) sa koncirkularnom polu-simetri-

qnom metriqkom koneksijom je mnogostrukost Ajnxtajnovog tipa nulte vrste ako i samo ako

je kvazi-Ajnxtajnova mnogostrukost qiji Riqijev tenzor
g

Ric zadovoǉava slede�u relaciju

g

Ric =
1

4n
(4

g
r − (n− 1)π(P ))g +

n− 1

4
π ⊗ π.

Korix�eǌem Riqijevih tenzora i skalara krivine qetvrte i pete vrste, analogno mo�emo
dokazati slede�e teoreme.

Teorema 2.2.17 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g,
1
∇) sa koncirkularnom polu-simetri-

qnom metriqkom koneksijom je mnogostrukost Ajnxtajnovog tipa qetvrte vrste ako i samo

ako je kvazi-Ajnxtajnova mnogostrukost qiji Riqijev tenzor
g

Ric zadovoǉava slede�u relaciju

g

Ric =
1

n
(
g
r − (n− 1)π(P ))g + (n− 1)π ⊗ π.

Teorema 2.2.18 Pseudo-Rimanova mnogostrukosti (M, g,
1
∇) sa koncirkularnom polu-simetri-

qnom metriqkom koneksijom je mnogostrukost Ajnxtajnovog tipa pete vrste ako i samo ako

je kvazi-Ajnxtajnova mnogostrukost qiji Riqijev tenzor
g

Ric zadovoǉava slede�u relaciju

g

Ric =
1

2n
(2

g
r − (n− 1)π(P ))g +

n− 1

2
π ⊗ π.

Poxto su idealni fluidi primeri kvazi-Ajnxtajnovih mnogostrukosti, prirodno je da
prethodne rezultate primenimo na Lorencove mnogostrukosti i na idealne fluide.

2.3 Lorencova mnogostrukost

Kao xto smo ve� napomenuli na poqetku, Lorencova mnogostrukost predstavǉa klasu pseudo-
Rimanove mnogostrukosti sa Lorencovom metrikom signature (−,+,+, . . . ,+). Ove mnogo-
strukosti imaju primenu u teoriji opxte relativnosti i kosmologiji, jer je prostor-vreme
povezana qetvorodimenzionalna Lorencova mnogostrukost. Postoje razni modeli prostor-
vremena, a jedno od ǌih je generalisano Robertson-Vokerovo (kratko, GRW ) prostor-vreme,
koje je kao specijalna klasa Lorencovih mnogostrukosti definisano u radu [1].

Definicija 2.3.1 Lorencova mnogostrukost dimenzije n ≥ 3 je generalisano Robertson-Vo-
kerovo prostor-vreme ako metrika g ima oblik

ds2 = gijdx
idxj = −(dt)2 + f(t)2g∗µν(x⃗)dx

µdxν ,

gde je t vreme, f skaliraju�i faktor i g∗µν je metrika Rimanove podmnogostrukosti (dimenzije
(n− 1)).

GRW prostor-vreme se negde naziva RW prostor-vreme dimenzije n > 4 (videti [69]),
jer ako metrika g∗ ima dimenziju 3 i konstantnu krivinu onda je GRW prostor-vreme za-
pravo Robertson-Vokerovo (RW ) prostor-vreme. Dakle, GRW prostor-vreme proxiruje
RW prostor-vreme i, pored toga, ukǉuquje jox neka prostor-vremena, kao xto su Lorenc-
Minkovsko, Ajnxtajn-de Siterovo, de Siterovo, Fridmanov kosmoloxki model itd.

U ovom radu �emo se baviti primenom koncirkularne polu-simetriqne metriqke kone-
ksije sa pridru�enim jediniqnim vremenskim vektorom P , tj. π(P ) = −1, na Lorencove
mnogostrukosti. Diferenciraǌem relacije π(P ) = g(P, P ) = −1 (po Levi-Qivita koneksiji)
i korix�eǌem jednaqine (2.2.1) dobijamo (ω − 1)π(X) = 0, odakle je ω = 1. Sada jednaqina
(2.2.1) dobija oblik

(
g

∇Xπ)(Y ) = g(X,Y ) + π(X)π(Y ),
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odakle sledi
g

∇XP = X + π(X)P,

tj.
g

∇XP = −π(P )(X + π(X)P ), (2.3.1)

xto nam pokazuje da je jediniqni vremenski vektor P torzo-formiraju�i oblika (1.10.2).
Tako�e, na osnovu prethodnog vidimo da va�i ω+ π(P ) = 0, pa iz jednaqine (2.2.2) dobijamo
1
∇P = 0, a ovakva koneksije je polu-simetriqna metriqka P -koneksija. Ovim smo dokazali
naredno tvr�eǌe.

Teorema 2.3.1 Ako je pridru�eni vektor P koncirkularne polu-simetriqne metriqke kone-
ksije jediniqni vremenski, tada ova koneksija postaje polu-simetriqna metriqka P -koneksija.

Lorencove mnogostrukosti sa polu-simetriqnom metriqkom P -koneksijom su posmatrane
u radovima [19,136] i dokazana je slede�a tvrdǌa.

Teorema 2.3.2 [19] Neka je M Lorencova mnogostrukost dimenzije n ≥ 3 snabdevena polu-
simetriqnom metriqkom P -koneksijom qiji je pridru�eni vektor P jediniqni vremenski
torzo-formiraju�i vektor. Tada je M zapravo GRW prostor-vreme.

Na osnovu prethodne dve teoreme, imamo narednu posledicu.

Posledica 2.3.1 Lorencova mnogostrukost dimenzije n ≥ 3 snabdevena koncirkularnom polu-
simetriqnom metriqkom koneksijom qiji je pridru�eni vektor P jediniqni vremenski pred-
stavǉa GRW prostor-vreme.

Za razliku od prethodna dva spomenuta rada, u [29] je prouqavana polu-simetriqna me-
triqka koneksija u Lorencovim mnogostrukostima, bez uslova o paralelnosti vektora P u
odnosu na posmatranu koneksiju, i dokazana je slede�a teorema.

Teorema 2.3.3 [29] Lorencova mnogostrukost dimenzije n ≥ 3 snabdevena polu-simetriqnom
metriqkom koneksijom qiji je Riqijev tenzor simetriqan i tenzor torzije rekurentan pred-
stavǉa GRW prostor-vreme.

Me�utim, na osnovu jednaqine (2.18) iz rada [29], mo�emo zakǉuqiti da va�i naredna
teorema.

Teorema 2.3.4 Polu-simetriqna metriqka koneksija sa pridru�enim jediniqnim vremenskim
vektorom P i rekurentnim tenzorom torzije je polu-simetriqna metriqka P -koneksija.

Dakle, na osnovu ovog tvr�eǌa vidimo da Teorema 2.3.3 predstavǉa ekvivalentan oblik
Teoreme 2.3.2 ili Posledice 2.3.1.

U ovoj sekciji, pod (M, g,
1
∇) �emo podrazumevati n-dimenzionalno GRW prostor-vreme sa

polu-simetriqnom metriqkom P -koneksijom. Na osnovu jednaqina (2.2.4) - (2.2.5), dobijamo

da u GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇) va�e slede�e jednaqine

(
g

∇Xπ)(P ) = (
g

∇Pπ)(X) = π(
g

∇PX) = 0,

(LPπ)(X) = 0,

1
T (P,X) =

g

∇XP.

Na osnovu jednaqine (2.3.1) zakǉuqujemo da va�i
g

∇PP = 0, xto znaqi da je vektor P
geodezijski.
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2.3.1 Osobine tenzora krivine

U ovom delu �emo prouqavati osobine tenzora krivine
θ
R, θ = 0, 1, 2, . . . , 5, i Rimanovog

tenzora krivine
g

R u (M, g,
1
∇). S obzirom na to da sada imamo konkretne vrednosti za π(P )

i ω, jednaqine tenzora krivine (2.2.14) - (2.2.18) se redukuju i u vezi sa tim imamo naredna
tvr�eǌa.

Teorema 2.3.5 U GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇), tenzori krivine

θ
R, θ = 0, 1, 2, . . . , 5, i Ri-

manov tenzor krivine
g

R su povezani jednaqinama

0
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + g(X,Z)Y − g(Y, Z)X − 1

4
π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ), (2.3.2)

ν
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + g(X,Z)Y − g(Y, Z)X, ν = 1, 2, 3, (2.3.3)
4
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + g(X,Z)Y − g(Y, Z)X − π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ), (2.3.4)

5
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + g(X,Z)Y − g(Y, Z)X − 1

2
π(Y )(π(Z)X − π(X)Z). (2.3.5)

Teorema 2.3.6 U GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇), Riqijevi tenzori

θ
Ric, θ = 0, 1, 2, . . . , 5, i

Riqijev tenzor
g

Ric su povezani jednaqinama

0
Ric =

g

Ric− n− 1

4
(4g + π ⊗ π), (2.3.6)

ν
Ric =

g

Ric− (n− 1)g, ν = 1, 2, 3, (2.3.7)
4
Ric =

g

Ric− (n− 1)(g + π ⊗ π), (2.3.8)
5
Ric =

g

Ric− n− 1

2
(2g + π ⊗ π). (2.3.9)

Na osnovu jednaqine (2.3.3) vidimo da se poklapaju tenzori krivine
1
R,

2
R i

3
R, pa �emo u

nastavku, umesto
ν
R i

ν
Ric, ν = 1, 2, 3, koristiti samo

1
R i

1
Ric.

Na osnovu osobine paralelnosti vektora P u odnosu na koneksiju
1
∇, lako se pokazuje da

u GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇) va�i

1
R(X,Y )P =

1
R(P, Y )Z = 0,

π(
1
R(X,Y )Z) = 0,

1
Ric(P,X) = 0,

qime smo potvrdili rezultate iz [136]. Sa druge strane, Rimanov tenzor krivine
g

R i

Riqijev tenzor
g

Ric, u GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇), zadovoǉavaju slede�e jednaqine

g

R(X,Y )P = π(Y )X − π(X)Y =
1
T (X,Y ), (2.3.10)

g

R(P, Y )Z = g(Y,Z)P − π(Z)Y, (2.3.11)

π(
g

R(X,Y )Z) = π(X)g(Y, Z)− π(Y )g(X,Z) = g(
1
T (X,Y ), Z) =

1
T (X,Y, Z), (2.3.12)

g

Ric(P,X) = (n− 1)π(X), (2.3.13)
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xto se u odgovaraju�em zapisu mo�e na�i u [19,108]. Na osnovu prethodnih relacija, lako

mo�emo pokazati da tenzori krivine
0
R,

4
R i

5
R imaju slede�e osobine

4
0
R(X,Y )P =

4
R(X,Y )P = 2

5
R(X,P )Y =

1
T (X,Y ),

4
0
R(P, Y )Z =

4
R(P, Y )Z = 2

5
R(P,Z)Y = −π(Z)

g

∇Y P,

0
R(P, P )X =

4
R(P, P )X =

5
R(P,X)P = 0,

π(
θ
R(X,Y )Z) = 0, θ = 0, 4, 5,

dok odgovaraju�i Riqijevi tenzori zadovoǉavaju slede�e relacije

4
0
Ric(P,X) =

4
Ric(P,X) = 2

5
Ric(P,X) = (n− 1)π(X).

Ove jednaqine pokazuju da su n−1
4 , (n− 1) i n−1

2 sopstvene vrednosti Riqijevih tenzora
0
Ric,

4
Ric i

5
Ric, redom, u odnosu na sopstveni vektor P . Tako�e, jednaqina (2.3.13) implicira da

je (n− 1) sopstvena vrednost Riqijevog tenzora
g

Ric u odnosu na sopstveni vektor P .

Kako je 2ω ̸= −π(P ), na osnovu Teoreme 2.2.9 zakǉuqujemo da Rimanov tenzor krivine
g

R

ne mo�e biti invarijantan pri transformaciji koneksija
g

∇ →
1
∇. Tako�e, Teoreme 2.2.10 i

2.2.11, impliciraju naredno tvr�eǌe.

Posledica 2.3.2 U GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇) Rimanov tenzor krivine

g

R ne mo�e biti

invarijantan pri transformacijama koneksija
g

∇ →
θ
∇, θ = 0, 1, 2.

Ako je
1
R = 0, tada je GRW prostor-vreme (M, g,

1
∇) lokalno izometriqno jediniqnoj sferi

Sn(1) (videti [19]), dok �emo za ostale tenzore krivine
θ
R, θ = 0, 4, 5, pokazati da ne mogu

biti jednaki nuli.

Teorema 2.3.7 U GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇) tenzori krivine

0
R,

4
R i

5
R su razliqiti od

nule.

Dokaz: Dokaz �emo izvesti za
0
R, a sliqno tako se dokazuje i za ostala dva tenzora krivine.

Ako je
0
R = 0, na osnovu jednaqine (2.3.2) se dobija

g

R(X,Y )Z + g(X,Z)Y − g(Y,Z)X − 1

4
π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ) = 0.

Ako uzmemo da je Z = P , prethodna jednaqina dobija oblik

g

R(X,Y )P + π(X)Y − π(Y )X − 1

4
π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ) = 0.

Uzimaju�i u obzir jednaqinu (2.3.10), daǉe imamo

1
T (X,Y )−

1
T (X,Y )− 1

4
π(Z)

1
T (X,Y ) = 0,

odakle se dobija
1
T = 0, xto je nemogu�e. □

Tako�e, ako ixqezavaju Riqijevi tenzori
0
Ric,

4
Ric,

5
Ric, onda se naruxavaju osobine Riqi-

jevog tenzora
g

Ric.
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Teorema 2.3.8 U GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇) Riqijevi tenzori

0
Ric,

4
Ric,

5
Ric su razliqiti

od nule.

Dokaz: Na primer, ako je
5
Ric = 0, tada na osnovu jednaqine (2.3.9) dobijamo

g

Ric =
n− 1

2
(2g + π ⊗ π).

Odavde sledi
g

Ric(X,P ) =
n− 1

2
(2π(X)− π(X)) =

n− 1

2
π(X),

xto je u suprotnosti sa jednaqinom (2.3.13). □
Prethodne teoreme su nas motivisale da u nastavku istra�ivaǌa tenzorima krivine i

Riqijevim tenzorima postavǉamo neke slabije uslove od uslova ixqezavaǌa. Zato �emo,

analogno jednaqini (1.8.1), za (0,4)-tenzore krivine
θ
R(X,Y, Z,W ) = g(

θ
R(X,Y )Z,W ), i za

(0, k)-tenzor B, k ≥ 1, definisati tenzorsko poǉe
θ
R ·B, θ ∈ {0, 1, 4, 5}, jednaqinom

(
θ
R ·B)(X1, X2, . . . , Xk;X,Y ) =(

θ
R(X,Y ) ·B)(X1, X2, . . . , Xk)

=−B(
θ
R(X,Y )X1, X2, . . . , Xk)

− · · · −B(X1, X2, . . . ,
θ
R(X,Y )Xk).

U radu [3] prouqavane su razliqite simetrije u GRW prostor-vremenu.

Teorema 2.3.9 [3] U svakoj Ajnxtajnovoj mnogostrukosti, n ≥ 4, va�i

g

R ·
g

C −
g

C ·
g

R =
1

n− 1
Q(

g

Ric,
g

R).

Stoga, ova jednaqina va�i u svakom Ajnxtajnovom GRW prostor-vremenu.

Na Dijagramu 1, koji je dat na str. 19, su predstavǉeni odnosi raznih klasa mnogostru-
kosti, gde, na primer, vidimo da je Ajnxtajnova mnogostrukost i Riqi polu-simetriqna,
dok obrnuto ne mora da va�i, a sada �emo dokazati slede�u teoremu.

Teorema 2.3.10 GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) je Riqi polu-simetriqna mnogostrukost ako i

samo ako je Ajnxtajnova.

Dokaz: Ako je (M, g,
1
∇) Riqi polu-simetriqna mnogostrukost, tada je

g

Ric(
g

R(X,Y )U, V ) +
g

Ric(U,
g

R(X,Y )V ) = 0.

Zamenom vektora X i V sa P , imamo

g

Ric(
g

R(P, Y )U,P ) +
g

Ric(U,
g

R(P, Y )P ) = 0.

Na osnovu jednaqine (2.3.11), sada dobijamo

g(Y,U)
g

Ric(P, P )− π(U)
g

Ric(Y, P ) + π(Y )
g

Ric(U,P ) +
g

Ric(Z, Y ) = 0.

Zamenom (2.3.13) u prethodnu jednaqinu, nakon sre�ivaǌa, dobijamo da je mnogostrukost

Ajnxtajnova, qiji je Riqijev tenzor oblika
g

Ric = (n−1)g. Obrnuto va�i na osnovu Dijagrama
1, qime smo dokazali teoremu u oba smera. □
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U nastavku �emo ispitivati relacije
θ
R ·

θ
Ric, θ = 0, 1, 4, 5, koje su definisane jednaqinom

(1.8.1). Najpre, analogno jednaqini (1.8.2), definixemo slede�i Taqibana tenzor

Q(
g

Ric,Π)(X1, X2;X,Y ) = ((X ∧ g

Ric
Y ) ·Π)(X1, X2)

= −Π((X ∧ g

Ric
Y )X1, X2)−Π(X1, (X ∧ g

Ric
Y )X2),

(2.3.14)

gde je Π = π ⊗ π, a endomorfizam (X ∧ g

Ric
Y ) je definisan sa

(X ∧ g

Ric
Y )Z =

g

Ric(Y,Z)X −
g

Ric(X,Z)Y.

Sada mo�emo dokazati naredno tvr�eǌe za tenzore krivine polu-simetriqne metriqke
P -koneksije.

Teorema 2.3.11 U GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇) tenzori krivine

0
R,

1
R,

4
R i Riqijevi ten-

zori
0
Ric,

1
Ric,

4
Ric zadovoǉavaǉu slede�e relacije

0
R ·

0
Ric =

g

R ·
g

Ric−Q(g,
g

Ric)− n− 1

4
Q(g,Π) +

1

4
Q(

g

Ric,Π), (2.3.15)

1
R ·

1
Ric =

g

R ·
g

Ric−Q(g,
g

Ric), (2.3.16)
4
R ·

4
Ric =

g

R ·
g

Ric−Q(g,
g

Ric)− (n− 1)Q(g,Π) +Q(
g

Ric,Π), (2.3.17)

gde je Π = π ⊗ π, a Q(·, ·) su Taqibana tenzori definisani jednaqinama (1.8.2) i (2.3.14).

Dokaz: Dokaz �emo izvesti za posledǌu jednaqinu. Najpre imamo

(
4
R(X,Y ) ·

4
Ric)(U, V ) = −

4
Ric(

4
R(X,Y )U, V )−

4
Ric(U,

4
R(X,Y )V ),

odakle na osnovu jednaqina (2.3.4) i (2.3.8) dobijamo

(
4
R(X,Y ) ·

4
Ric)(U, V ) =−

g

Ric(
g

R(X,Y )U, V )−
g

Ric(U,
g

R(X,Y )V )

+ (g(Y,U) + π(Y )π(U))
g

Ric(X,V )− (g(X,V ) + π(X)π(V ))
g

Ric(U, Y )

+ (g(Y, V ) + π(Y )π(V ))
g

Ric(U,X)− (g(X,U) + π(X)π(U))
g

Ric(Y, V )

+ (n− 1)π(V )(π(X)g(Y,U)− π(Y )g(X,U))

+ (n− 1)π(U)(π(X)g(Y, V )− π(Y )g(X,V )).

(2.3.18)

Odavde sledi
4
R ·

4
Ric =

g

R ·
g

Ric−Q(g,
g

Ric)− (n− 1)Q(g,Π) +Q(
g

Ric,Π).

□
Na osnovu prethodne teoreme imamo direktnu posledicu.

Posledica 2.3.3 U GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇) tenzor krivine

1
R i Riqijev tenzor

1
Ric

zadovoǉavaǉu relaciju
1
R ·

1
Ric = 0 ako i samo ako je mnogostrukost Riqi pseudo-simetriqna

konstantnog tipa oblika
g

R ·
g

Ric = Q(g,
g

Ric).

U radu [19] je dokazano da va�i
1
R·

1
Ric =

g

R·
g

Ric ako i samo ako je mnogostrukost Riqi ravna

u odnosu na polu-simetriqnu metriqku P -koneksiju
1
∇ ili je mnogostrukost Ajnxtajnova u

odnosu na metriku g. Sada �emo ispitati xta se dobija na osnovu tenzora
0
R ·

0
Ric i

4
R ·

4
Ric.
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Teorema 2.3.12 GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) je Ajnxtajnova mnogostrukost ako i samo ako

va�i
ν
R ·

ν
Ric = 0, ν = 0, 4.

Dokaz: Ako je
4
R ·

4
Ric = 0, tada na osnovu jednaqine (2.3.18), uzimaju�i X = V = P , imamo

−
g

Ric(
g

R(P, Y )U,P )−
g

Ric(U,
g

R(P, Y )P )− (g(P,U) + π(P )π(U))
g

Ric(Y, P )

+ (g(Y,U) + π(Y )π(U))
g

Ric(P, P )− (g(P, P ) + π(P )π(P ))
g

Ric(U, Y )

+ (g(Y, P ) + π(Y )π(P ))
g

Ric(U,P ) + (n− 1)π(P )(π(P )g(Y, U)− π(Y )g(P,U))

+ (n− 1)π(U)(π(P )g(Y, P )− π(Y )g(P, P )) = 0.

Korix�eǌem osobina Rimanovog tenzora krivine
g

R i Riqijevog tenzora
g

Ric, tj. korix�e-
ǌem jednaqina (2.3.11) i (2.3.13), nakon sre�ivaǌa, dobijamo

g

Ric = (n− 1)g, (2.3.19)

xto znaqi da je takva mnogostrukost Ajnxtajnova. Obrnuto, ako va�i jednaqina (2.3.19), na

osnovu relacije (2.3.18) dobijamo da va�i
4
R ·

4
Ric = 0. □

Za tenzor krivine
5
R i Riqijev tenzor

5
Ric �emo dokazati slede�e tvr�eǌe.

Teorema 2.3.13 GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) je Ajnxtajnova mnogostrukost ako i samo ako

va�i
5
R ·

5
Ric =

g

R ·
g

Ric.

Dokaz: Za relaciju
5
R ·

5
Ric imamo

(
5
R(X,Y ) ·

5
Ric)(U, V ) =(

g

R(X,Y ) ·
g

Ric)(U, V )− n− 1

2
π(Y )(π(V )g(X,U) + π(U)g(X,V ))

+
1

2
π(Y )(π(V )

g

Ric(U,X) + π(U)
g

Ric(X,V ))

− π(Y )π(X)(
g

Ric(U, V )− (n− 1)g(U, V ))− g(X,U)
g

Ric(Y, V )

+ g(Y,U)
g

Ric(X,V )− g(X,V )
g

Ric(U, Y ) + g(Y, V )
g

Ric(U,X).

(2.3.20)

Pretpostavimo da je
5
R ·

5
Ric =

g

R ·
g

Ric. Ako uzmemo da je X = V = P , korix�eǌem jedna-
qina (2.3.11) i (2.3.13), nakon sre�ivaǌa dobijamo da je mnogostrukost Ajnxtajnova, qiji
je Riqijev tenzor oblika (2.3.19).

Obrnuto, ako pretpostavimo da va�i (2.3.19), tada zamenom u (2.3.20) dobijamo da va�i
5
R ·

5
Ric =

g

R ·
g

Ric. □
S obzirom na to da u svakoj pseudo-Rimanovoj Ajnxtajnovoj mnogostrukosti (dimenzije

n ≥ 4) va�i slede�a jednaqina (Teorema 3.1 u [35])

g

R ·
g

C −
g

C ·
g

R =

g
r

n(n− 1)
Q(g,

g

R) =

g
r

n(n− 1)
Q(g,

g

C),

na osnovu Teoreme 2.3.9, 2.3.12 i 2.3.13, zakǉuqujemo da va�i naredna posledica.

Posledica 2.3.4 Ako u GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇), dimenzije n ≥ 4, va�i bilo koja od

relacija
ν
R ·

ν
Ric = 0, ν = 0, 4 ili

5
R ·

5
Ric =

g

R ·
g

Ric, tada va�i i naredna relacija

g

R ·
g

C −
g

C ·
g

R =
1

n− 1
Q(

g

Ric,
g

R) = Q(g,
g

R) = Q(g,
g

C).
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2.3.2 Idealan fluid

Idealan fluid je primer kvazi-Ajnxtajnove mnogostrukosti. Taqnije, Lorencova mnogo-

strukost se zove idealan fluid ako je Riqijev tenzor
g

Ric oblika

g

Ric = ag + bπ ⊗ π, (2.3.21)

gde su a i b skalari. Svako RW prostor-vreme je idealan fluid [78], a obrnuti sluqaj je
posmatran u radovima [26,27]. U dimenziji n = 4, GRW prostor-vreme je idealan fluid ako
i samo ako je RW prostor-vreme [49].

U radu [29] je posmatrana Lorencova mnogostrukost sa polu-simetriqnom metriqkom
koneksijom sa jediniqnim vremenskim torzo-formiraju�im vektorom i dokazano je da ako
ǌen tenzor krivine ixqezava tada je to zapravo idealan fluid (videti Teoremu 1.3 u [29]).

Ovde �emo se sada baviti primenom polu-simetriqne metriqke P -koneksije na idealan
fluid. U radu [60] autori su dokazali da u idealnom fluidu sa polu-simetriqnom metri-
qkom P -koneksijom va�i naredna relacija (Lema 5. u [60])

a− b = n− 1. (2.3.22)

Xtavixe, lako se mo�e pokazati da se Riqijev tenzor idealnog fluida sa polu-simetriqnom
metriqkom P -koneksijom mo�e zapisati u obliku

g

Ric =

( g
r

n− 1
− 1

)
g +

( g
r

n− 1
− n

)
π ⊗ π. (2.3.23)

Skalar krivine idealnog fluida sa polu-simetriqnom metriqkom P -koneksijom u opxtem
sluqaju nije konstanta (videti Lemu 3. u radu [60]).

U radu [12] je pokazano da kvazi-Ajnxtajnove mnogostrukosti nisu Riqi polu-simetriqne
u opxtem sluqaju. Svaka trodimenzionalna kvazi-Ajnxtajnova mnogostrukost je pseudo-
simetriqna [36], a sada �emo u n-dimenzionalnom idealnom fluidu sa polu-simetriqnom
metriqkom P -koneksijom dokazati narednu teoremu.

Teorema 2.3.14 Idealan fluid (M, g,
1
∇) je Riqi pseudo-simetriqan konstantnog tipa koji

zadovoǉava relaciju
g

R ·
g

Ric = Q(g,
g

Ric).

Dokaz: U idealnom fluidu (2.3.21) imamo

(
g

R(X,Y ) ·
g

Ric)(U, V ) = −
g

Ric(
g

R(X,Y )U, V )−
g

Ric(U,
g

R(X,Y )V )

= −bπ(
g

R(X,Y )U)π(V )− bπ(U)π(
g

R(X,Y )V )

gde smo koristili osobinu anti-simetriqnosti Rimanovog tenzora krivine, tj.
g

R(X,Y, U, V ) = −
g

R(X,Y, V, U). Ako uzmemo u obzir jednaqinu (2.3.12), tada dobijamo

(
g

R(X,Y ) ·
g

Ric)(U, V ) = b(−g(Y, U)π(X)π(V ) + g(X,U)π(Y )π(V )

− g(Y, V )π(X)π(U) + g(X,V )π(Y )π(U)).
(2.3.24)

Sa druge strane, u idealnom fluidu (2.3.21) imamo

Q(g,
g

Ric)(U, V ;X,Y ) =− g(Y,U)
g

Ric(X,V ) + g(X,U)
g

Ric(Y, V )

− g(Y, V )
g

Ric(X,U) + g(X,V )
g

Ric(Y,U)

=b(−g(Y, U)π(X)π(V ) + g(X,U)π(Y )π(V )

− g(Y, V )π(X)π(U) + g(X,V )π(Y )π(U)).
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

Vidimo da su jednake desne strane posledǌe dve jednaqine, tj. va�i
g

R ·
g

Ric = Q(g,
g

Ric). □
Na osnovu (2.3.23), jednaqina (2.3.24) se mo�e zapisati u obliku

g

R ·
g

Ric =

( g
r

n− 1
− n

)
Q(g,Π),

gde je Π = π ⊗ π. Lako se proverava da ne mo�e biti Q(g,Π) = 0, jer je u tom sluqaju π = 0,
xto je nemogu�e. Prethodna teorema i jednaqina (2.3.16) daju slede�u posledicu.

Posledica 2.3.5 Idealan fluid (M, g,
1
∇) zadovoǉava relaciju

1
R ·

1
Ric = 0.

Poxto Riqijevi tenzori
0
Ric,

4
Ric i

5
Ric ne mogu biti jednaki nuli (Teorema 2.3.8), sada

�emo im zadati malo slabije uslove i na taj naqin �emo definisati specijalne klase GRW

prostor-vremena (M, g,
1
∇).

Definicija 2.3.2 GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) je idealan fluid θ vrste, θ = 0, 1, 4, 5 ako

su Riqijevi tenzori
θ
Ric oblika

θ
Ric =

θ
ag +

θ
bπ ⊗ π, θ = 0, 1, 4, 5,

gde su
θ
a,

θ
b funkcije.

Kontrakcijom prethodne jednaqine dobijamo

θ
r =

θ
an+

θ
b, θ = 0, 1, 4, 5.

Korix�eǌem osobina Riqijevih tenzora
θ
Ric, θ = 0, 1, 4, 5, mo�emo dobiti izraze za

θ
a,

θ
b,

pa se idealni fluidi θ vrste mogu zapisati u slede�em obliku

0
Ric =

(
0
r

n− 1
− 1

4

)
g +

(
0
r

n− 1
− n

4

)
π ⊗ π,

1
Ric =

1
r

n− 1
(g + π ⊗ π),

4
Ric =

(
4
r

n− 1
− 1

)
g +

(
4
r

n− 1
− n

)
π ⊗ π,

5
Ric =

(
5
r

n− 1
− 1

2

)
g +

(
5
r

n− 1
− n

2

)
π ⊗ π.

U narednoj teoremi �emo pokazati da se idealni fluidi θ vrste poklapaju sa idealnim
fluidom (u odnosu na metriku g).

Teorema 2.3.15 GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) je idealan fluid ako i samo ako je idealan fluid

θ vrste, θ = 0, 1, 4, 5.

Dokaz: Dokaza�emo za θ = 0. Ako je GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) idealan fluid, tada va�i

jednaqina (2.3.23). Zamenom ove jednaqine u (2.3.6), dobijamo

0
Ric =

( g
r

n− 1
− n

)
g +

( g
r

n− 1
− 5n− 1

4

)
π ⊗ π.
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2.3. Lorencova mnogostrukost

Uzimaju�i u obzir jednaqinu (2.2.39), tj. 4
0
r = 4

g
r − (n − 1)(4n − 1), prethodna jednaqina se

mo�e zapisati u obliku

0
Ric =

(
0
r

n− 1
− 1

4

)
g +

(
0
r

n− 1
− n

4

)
π ⊗ π, (2.3.25)

qime smo dokazali da je (M, g,
1
∇) idealan fluid nulte vrste.

Obrnuto, ako va�i jednaqina (2.3.25), tada zamenom ove jednaqine u (2.3.6) i korix�eǌem
(2.2.39), dobijamo jednaqinu (2.3.23). □

2.3.3 GRW prostor-vreme Ajnxtajnovog tipa θ vrste

Za razliku od prethodne sekcije, ovde �emo zadati malo stro�ije uslove za Riqijeve ten-

zore
0
Ric,

4
Ric i

5
Ric, tj. posmatra�emo sluqaj kada su oni proporcionalni sa metrikom

g. Naime, na GRW prostor-vreme sa polu-simetriqnom metriqkom P -koneksijom �emo pri-
meniti rezultate iz Sekcije 2.2.4, odnosno bavi�emo se mnogostrukostima Ajnxtajnovog

tipa θ vrste, θ = 0, 4, 5. GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) Ajnxtajnovog tipa θ vrste, θ = 0, 4, 5,

je zapravo specijalan sluqaj idealnog fluida θ vrste, za

θ
a =

θ
r

n
i

θ
b = 0.

Teorema 2.3.16 GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) je Ajnxtajnovog tipa nulte vrste ako i samo

je idealan fluid qiji je Riqijev tenzor oblika

g

Ric =
n− 1

4
(5g + π ⊗ π), (2.3.26)

i skalar krivine je konstantan, 4
g
r = (n− 1)(5n− 1).

Dokaz: Ako je mnogostrukost Ajnxtajnovog tipa nulte vrste, tada na osnovu Teoreme 2.2.16
imamo da je idealan fluid oblika

g

Ric =
1

4n
(4

g
r + n− 1)g +

n− 1

4
π ⊗ π. (2.3.27)

Uzimaju�i u obzir jednaqine (2.3.21) i (2.3.22), dobijamo da je

1

4n
(4

g
r + n− 1)− n− 1

4
= n− 1,

odakle sledi
g
r =

(n− 1)(5n− 1)

4
.

Zamenom posledǌe jednaqine u (2.3.27) dobijamo jednaqinu (2.3.26). □
Na isti naqin se mogu dokazati i naredne dve teoreme.

Teorema 2.3.17 GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) je Ajnxtajnovog tipa qetvrte vrste ako i

samo je idealan fluid qiji je Riqijev tenzor oblika

g

Ric = (n− 1)(2g + π ⊗ π),

i skalar krivine je konstantan,
g
r = (n− 1)(2n− 1).
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

Teorema 2.3.18 GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) je Ajnxtajnovog tipa pete vrste ako i samo je

idealan fluid qiji je Riqijev tenzor oblika

g

Ric =
n− 1

2
(3g + π ⊗ π),

i skalar krivine je konstantan, 2
g
r = (n− 1)(3n− 1).

Dakle, iako je GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) Ajnxtajnovog tipa θ vrste θ = 0, 4, 5 zapravo

specijalan sluqaj idealnog fluida θ vrste, za razliku od prethodne sekcije, ovde smo zada-

vaǌem stro�ijih uslova za Riqijeve tenzore
0
Ric,

4
Ric i

5
Ric, dokazali da je u tim sluqajevima

skalar krivine
g
r u (M, g,

1
∇) konstantan, xto ne va�i u opxtem sluqaju (Lema 3. u radu [60]).

2.3.4 Primena na teoriju relativnosti

Sa ciǉem da prethodno odre�ene rezultate primenimo na teoriju relativnosti, u nastavku

�emo posmatrati GRW prostor-vreme (M, g,
1
∇) dimenzije n = 4. Ajnxtajnove jednaqine

poǉa predstavǉaju fundamentalne jednaqine u teoriji relativnosti, jer povezuju krivinu
prostor-vremena sa masom i energijom materije. Ovde �emo se baviti Ajnxtajnovom jedna-
qinom bez kosmoloxke konstante koja glasi

g

Ric−
g
r

2
g = kτ, (2.3.28)

gde je τ tenzor energije-impulsa (tipa (0, 2)), a k je gravitaciona konstanta. U radu [30]
predmet prouqavaǌa je bilo prostor-vreme sa polu-simetriqnim tenzorom energije-impulsa

oblika
g

R·τ = 0, dok je u radu [68] prouqavano prostor-vreme sa pseudo-simetriqnim tenzorom

energije-impulsa oblika
g

R · τ = fQ(g, τ). Sada �emo pokazati narednu teoremu.

Teorema 2.3.19 U GRW prostor-vremenu (M, g,
1
∇) koje zadovoǉava Ajnxtajnovu jednaqinu bez

kosmoloxke konstante va�i
θ
R · τ = fQ(g, τ), θ = 0, 1, 4, (2.3.29)

ako i samo ako va�i
θ
R ·

g

Ric = fQ(g,
g

Ric), (2.3.30)

gde je f proizvoǉna funkcija.

Dokaz: Iz jednaqine (2.3.29) dobijamo

−τ(
θ
R(X,Y )U, V )− τ(U,

θ
R(X,Y )V ) = f(−g(Y,U)τ(X,V ) + g(X,U)τ(Y, V )

− g(Y, V )τ(U,X) + g(X,V )τ(U, Y )).

Ako uzmemo u obzir jednaqinu (2.3.28), daǉe imamo

−
g

Ric(
θ
R(X,Y )U, V ) +

g
r

2
g(

θ
R(X,Y )U, V )−

g

Ric(U,
θ
R(X,Y )V ) +

g
r

2
g(U,

θ
R(X,Y )V )

= f(−g(Y, U)
g

Ric(X,V ) + g(X,U)
g

Ric(Y, V )− g(Y, V )
g

Ric(U,X) + g(X,V )
g

Ric(U, Y )).

Kako je
θ
R(X,Y, U, V ) = −

θ
R(X,Y, V, U), θ = 0, 1, 4 [73], na osnovu posledǌe relacije dobijamo

jednaqinu (2.3.30). □
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Tenzor energije-impulsa za idealan fluid je oblika

τ = pg + (σ + p)π ⊗ π, (2.3.31)

gde je σ gustina energije i p je izotropni pritisak fluida, pri qemu je σ + p ̸= 0 i σ > 0
(videti str. 61-63. u [38]). Odnos pritiska i gustine energije predstavǉa jednaqinu staǌa i
u zavisnosti od ǌene vrednosti imamo razliqita staǌa. Na primer, jednaqina staǌa tamne
energije mo�e se opisati relacijom p

σ = ϖ, za ϖ < −1
3 , dok za ϖ < −1 imamo fantomsku tamnu

energiju.
Na osnovu Teoreme 2.3.14 mo�e se dokazati validnost narednog tvr�eǌa.

Teorema 2.3.20 U idealnom fluidu (M, g,
1
∇) koji zadovoǉava Ajnxtajnovu jednaqinu bez kosmo-

loxke konstante va�i relacija
g

R · τ = Q(g, τ).

Na osnovu jednaqina (2.3.28) i (2.3.31) dobijamo

g

Ric =
1

2
(
g
r + 2kp)g + k(σ + p)π ⊗ π.

Kontrakcijom ove jednaqine dobijamo skalar krivine
g
r = k(σ − 3p), pa Riqijev tenzor ide-

alnog fluida ima oblik
g

Ric =
k(σ − p)

2
g + k(σ + p)π ⊗ π.

Uzimaju�i u obzir da u qetvorodimenzionalnom idealnom fluidu sa polu-simetriqnom
metriqkom P -koneksijom va�i a − b = 3 (videti (2.3.23)), na osnovu prethodne jednaqine
dobijamo

k(σ + 3p) = −6. (2.3.32)

Kako je k > 0, sledi da je
σ + 3p < 0.

Ovo znaqi da je naruxen jak uslov energije (eng. strong energy condition), za koji bi trebalo
da va�i σ + 3p ≥ 0 i σ + p ≥ 0.

Teorema 2.3.21 U idealnom fluidu (M, g,
1
∇) koji zadovoǉava Ajnxtajnovu jednaqinu bez kosmo-

loxke konstante je naruxen jak uslov energije.

S obzirom na to da je divergencija leve strane jednakosti (2.3.28) jednaka nuli, isto
treba da va�i i za desnu stranu te jednakosti. Za divergenciju tenzora energije-impulsa
idealnog fluida imamo

divτ = (σ + p)divπ ⊗ π. (2.3.33)

Me�utim, uzimaju�i u obzir jednaqinu (2.3.1) koja va�i za polu-simetriqnu metriqku P -
koneksiju, daǉe imamo

divπ ⊗ π = 3π,

xto znaqi da je jednaqina (2.3.33) jednaka nuli ako i samo ako je σ+ p = 0, odakle se dobija
jednaqina staǌa p

σ = −1, xto je graniqna vrednost za fantomsku tamnu energiju.

Teorema 2.3.22 U idealnom fluidu (M, g,
1
∇) koji zadovoǉava Ajnxtajnovu jednaqinu bez kosmo-

loxke konstante, jednaqina staǌa predstavǉa fantomsku barijeru.

Napomena 2.3.1 Teorema 2.3.21 se mo�e smatrati posledicom Teoreme 2.3.14 iz ovog rada i
Teoreme II. 2.(ii) iz rada [68].

Napomena 2.3.2 Jednaqina (2.3.32) je odre�ena i u radu [136] za pseudo Z-simetriqno prostor-
vreme.

45



Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

2.4 Specijalna polu-simetriqna metriqka koneksija

Jednaqina (2.3.33) nam je bila povod da u nastavku posmatramo tip polu-simetriqne me-
triqke koneksije za koju �e divergencija divπ ⊗ π biti jednaka nuli. Zato �emo sada u
pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti prouqavati polu-simetriqnu metriqku koneksiju (2.1.2)
sa pridru�enim vektorom P koji je paralelan u odnosu na Levi-Qivita koneksiju, tj.
g

∇P = 0. Takvu koneksiju
1
∇ �emo zvati specijalna polu-simetriqna metriqka koneksija.

U radovima [15,50,76,81] je prouqavana koneksija (2.1.2) u Rimanovim mnogostrukostima sa

uslovom
g

∇P = 0, pri qemu je P jediniqni vektor u toj mnogostrukosti. Ovde za sada ne�emo
uzeti jediniqni vektor, ve� tek kod primene na Lorencove mnogostrukosti.

U ovom delu oznakom
1
∇ �emo obele�avati specijalnu polu-simetriqnu metriqku kone-

ksiju. Na osnovu jednaqine (2.1.2), za kovarijantni izvod
1
∇ vektora P imamo

1
∇XP = π(P )X − π(X)P,

odnosno kovarijanti izvod kovektora π glasi

(
1
∇Xπ)(Y ) = π(P )g(X,Y )− π(X)π(Y ). (2.4.1)

Odavde sledi zatvorenost kovektora π u odnosu na
1
∇, odnosno va�i

1
dπ(X,Y ) = (

1
∇Xπ)(Y )− (

1
∇Y π)(X) = 0.

Teorema 2.4.1 Generator π specijalne polu-simetriqne metriqke koneksije je zatvoren u
odnosu na ovu konesiju.

Korix�eǌem jednaqine (2.4.1), mo�emo odrediti Liov izvod metriqkog tenzora g u odnosu

na
1
∇ u pravcu vektora P

(
1
LP g)(X,Y ) = Pg(X,Y )− g(

1
∇PX −

1
∇XP, Y )− g(X,

1
∇PY −

1
∇Y P )

= (
1
∇P g)(X,Y ) + g(

1
∇XP, Y ) + g(X,

1
∇Y P )

= 2(π(P )g(X,Y )− π(X)π(Y )) = 2(
1
∇Xπ)(Y ).

(2.4.2)

Za sada �e biti dovoǉno samo prouqavaǌe tenzora krivine
1
R, pa iz tog razloga ovde

ne�emo navoditi ostale linearno nezavisne tenzore krivine, kao xto smo to radili ranije.
Tenzor α i ǌemu pridru�eni tenzor A, dati jednaqinom (2.1.7), za specijalnu polu-sime-
triqnu metriqku koneksiju dobijaju oblik

α(X,Y ) = g(AX,Y ) =
1

2
π(P )g(X,Y )− π(X)π(Y ), (2.4.3)

odakle se odre�uje ǌihov trag

ā = trace{X → AX} =
n− 2

2
π(P ).

Na osnovu (2.4.3), vidimo da je α simetriqan tenzor. Uzimaju�i u obzir prethodne dve
jednaqine, pomo�u (2.1.6) zakǉuqujemo da tenzor krivine specijalne polu-simetriqne me-
triqke koneksije ima oblik

1
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − π(P )(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ) + (g(Y,Z)π(X)− g(X,Z)π(Y ))P

+ π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ).
(2.4.4)
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Kontrakcijom ove jednaqine dobijamo izraze za odgovaraju�i Riqijev tenzor i skalar kri-
vine

1
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y, Z)− (n− 2)π(P )g(Y,Z) + (n− 2)π(Y )π(Z), (2.4.5)
1
r =

g
r − (n− 1)(n− 2)π(P ). (2.4.6)

Odavde vidimo da je Riqijev tenzor
1
Ric simetriqan. Tako�e, prethodna jednaqina nam

pokazuju da su skalari krivine
1
r i

g
r jednaki ako i samo ako je π(P ) = 0, tj. kada je vektor

P izotropni. Ovo �emo formalno zapisati u narednoj teoremi.

Teorema 2.4.2 Skalar krivine
g
r je invarijantan pri transformaciji

g

∇ →
1
∇ ako i samo ako je

generator specijalne polu-simetriqne metriqke koneksije
1
∇ izotropni vektor.

U nastavku navodimo osobine tenzora krivine i Riqijevih tenzora, koje implicira uslov
paralelnosti vektora P .

Teorema 2.4.3 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa specijalnom polu-sime-

triqnom metriqkom koneksijom
1
∇. U odnosu na generator ove koneksije, tenzori krivine

g

R,
1
R

i Riqijevi tenzori
g

Ric,
1
Ric imaju slede�e osobine

g

R(X,Y )P =
g

R(P,X)Y = 0, π(
g

R(X,Y )Z) = 0, (2.4.7)
g

Ric(X,P ) =0, (2.4.8)
1
R(X,Y )P =

1
R(P,X)Y = 0, π(

1
R(X,Y )Z) = 0, (2.4.9)

1
Ric(X,P ) =0. (2.4.10)

Dokaz: S obzirom na to da je
g

∇P = 0, dobijamo

g

R(X,Y )P =
g

∇X

g

∇Y P −
g

∇Y

g

∇XP −
g

∇[X,Y ]P = 0.

Korix�eǌem osobina Rimanovog tenzora krivine, lako dobijamo ostale dve jednakosti u
(2.4.7), a kontrakcijom dobijamo identitet (2.4.8). Za odre�ivaǌe relacija (2.4.9) i (2.4.10)
mogu se koristiti prethodni identiteti i jednaqine (2.4.4) i (2.4.5). □

Kao xto je konformni tenzor krivine invarijantan pri transformaciji Levi-Qivita
koneksije na polu-simetriqnu metriqku koneksiju [2], isto tako se ne meǌa ni pri trans-

formaciji na specijalnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju. Zaista, ako sa
1
C oznaqimo

konformi tenzor krivine u odnosu na koneksiju
1
∇, tj.

1
C(X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z − 1

n− 2
(
1
Ric(Y,Z)X −

1
Ric(X,Z)Y + g(Y,Z)

1
QX − g(X,Z)

1
QY )

+

1
r

(n− 1)(n− 2)
(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ),

tada se uz pomo� jednaqina (2.4.4)-(2.4.6) lako dobija

1
C(X,Y )Z =

g

C(X,Y )Z,

gde je
g

C konformni tenzor krivine (1.7.2).
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

Teorema 2.4.4 Konformni tenzor krivine
g

C je invarijantan pri transformaciji
g

∇ →
1
∇, gde

je
1
∇ specijalna polu-simetriqna metriqka koneksija.

U opxtem sluqaju, konharmonijski tenzor krivine
g

H se meǌa pri prelasku sa Levi-
Qivita na polu-simetriqnu metriqku koneksiju, pa je zbog toga u radu [117] definisan

specijalan tip ove koneksije koja ne meǌa tenzor
g

H. Sada �emo ispitati uticaj specijalne
polu-simetriqne metriqke koneksije na pomenuti tenzor.

Konharmonijski tenzor krivine
1
H u odnosu na koneksiju

1
∇ glasi

1
H(X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z − 1

n− 2
(
1
Ric(Y,Z)X −

1
Ric(X,Z)Y + g(Y,Z)

1
QX − g(X,Z)

1
QY ),

pa se na osnovu jednaqina (2.4.4) i (2.4.5), mo�e izraziti na slede�i naqin

1
H(X,Y )Z =

g

H(X,Y )Z + π(P )(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ),

gde je
g

H konharmonijski tenzor krivine Levi-Qivita koneksije dat jednaqinom (1.7.3).

Vidimo da jednakost izme�u
1
H i

g

H va�i u sluqaju kada je π(P ) = 0, pa prethodna jednaqina
implicira naredno tvr�eǌe.

Teorema 2.4.5 Konharmonijski tenzor krivine
g

H je invarijantan pri transformaciji Levi-
Qivita koneksije na specijalnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju ako i samo ako je genera-
tor te koneksije izotropni vektor.

Sliqno se dobija i relacija izme�u koncirkularnih tenzora krivine koneksija
1
∇ i

g

∇

1
Z(X,Y )Z =

g

Z(X,Y )Z − 2

n
π(P )(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ) + (g(Y,Z)π(X)− g(X,Z)π(Y ))P

+ π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ),

gde je
1
Z dat jednaqinom (1.7.7), a tenzor

g

Z dat sa (1.7.4). Dobro poznata qiǌenica je da
koncirkularno ravna mnogostrukost predstavǉa mnogostrukost konstantne krivine i Ajn-
xtajnovu mnogostrukost. Ovo nas je navelo da proverimo da li koncirkularno ravna mnogo-

strukost u odnosu na
1
∇ predstavǉa neku poznatu mnogostrukost? Stoga, ako pretpostavimo

da je
1
Z = 0, na osnovu prethodne jednaqine imamo

g

Z(X,Y )Z =
2

n
π(P )(g(Y,Z)X− g(X,Z)Y )− (g(Y, Z)π(X)− g(X,Z)π(Y ))P− π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ).

Kontrakcijom po vektorskom poǉu X, nakon jednostavnog raquna, dobijamo oblik Riqijevog
tenzora

g

Ric(Y,Z) =

g
r + (n− 2)π(P )

n
g(Y,Z)− (n− 2)π(Y )π(Z). (2.4.11)

Uzimaju�i u obzir osobinu (2.4.8), mo�emo odrediti oblik skalara krivine

g
r = (n− 1)(n− 2)π(P ),

pa ǌegovom zamenom u (2.4.11), dobijamo

g

Ric = (n− 2)(π(P )g − π ⊗ π), (2.4.12)

xto znaqi da je ovakva mnogostrukost kvazi-Ajxtajnova.
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2.4. Specijalna polu-simetriqna metriqka koneksija

Teorema 2.4.6 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa specijalnom polu-sime-

triqnom metriqkom koneksijom
1
∇. Ako je posmatrana mnogostrukost koncirkularno ravna

u odnosu na
1
∇, tada je to kvazi-Ajnxtanova mnogostrukost oblika (2.4.12), pri qemu je P

neizotropni vektor.

Kada je
1
Ric = 0, jednaqina (2.4.5) implicira (2.4.12), qime je dokazana slede�a teorema.

Teorema 2.4.7 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa specijalnom polu-sime-

triqnom metriqkom koneksijom
1
∇. Ako je posmatrana mnogostrukost Riqi ravna u odnosu na

1
∇, tada je to kvazi-Ajnxtanova mnogostrukost oblika (2.4.12), pri qemu je P neizotropni
vektor.

2.4.1 Riqijevi solitoni

Pomenuli smo ve� da postoje razne mnogostrukosti koje uopxtavaju Ajnxtajnove, od kojih
smo prouqavali kvazi-Ajnxtajnove. Tako�e i razni tipovi tzv. solitona predstavǉaju
ǌihovo uopxteǌe.

Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) je Riqijev soliton ako dopuxta vektorsko poǉe
V takvo da je

LV g + 2
g

Ric = 2cg, c ∈ R.

Dakle, Riqijev soliton je ure�ena trojka (M, g, V ). Ako je c > 0, c = 0, c < 0, za Riqi-
jev soliton se ka�e da je smaǌuju�i, stabilan i proxiruju�i, redom (eng. shrinking, steady,
expanding).

Sada �emo prouqavati Riqijeve solitone u (M, g,
1
∇). Kako je

g

∇P = 0, va�i i LP g = 0,
pa Riqijev soliton

LP g + 2
g

Ric = 2cg, (2.4.13)

predstavǉa Ajnxtajnovu mnogostrukost
g

Ric = cg.

Teorema 2.4.8 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa specijalnom polu-sime-

triqnom metriqkom koneksijom
1
∇. Riqijev soliton oblika (2.4.13) predstavǉa Ajnxtajnovu

mnogostrukost.

U nastavku �emo posmatrati Riqijeve solitone u odnosu na
1
∇, definisane jednaqinom

1
LP g + 2

1
Ric = 2

1
cg,

1
c ∈ R. (2.4.14)

Zbog Teoreme 2.4.1, ovo je gradijentni Riqijev soliton u odnosu na
1
∇. Uzimaju�i u obzir

(2.4.2) i (2.4.5), prethodna jednaqina postaje
g

Ric = (
1
c+ (n− 3)π(P ))g − (n− 3)π ⊗ π.

Zbog (2.4.8), na osnovu prethodne jednaqine imamo
1
cπ(X) = 0, odakle je

1
c = 0, xto znaqi da

je Riqijev soliton (2.4.14) stabilan.

Teorema 2.4.9 Neka je (M, g,
1
∇) pseudo-Rimanova mnogostrukost sa specijalnom polu-sime-

triqnom metriqkom koneksijom
1
∇. Riqijev soliton oblika (2.4.14) je stabilan i predstavǉa

kvazi-Ajnxtajnovu mnogostrukost qiji Riqijev tenzor ima izraz
g

Ric = (n− 3)(π(P )g − π ⊗ π).
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

2.4.2 Primena na Lorencove mnogostrukosti

Sa ciǉem da specijalnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju primenimo na Lorencove mno-
gostrukosti, uze�emo da je ǌen generator jediniqni vremenski vektor, tj. π(P ) = −1.

Ako torzo-formiraju�i vektor P u odnosu na nesimetriqnu koneksiju
1
∇ definixemo sa

1
∇XP = ωX + η(X)P,

gde je η proizvoǉna 1-forma i ω skalar, tada za nesimetriqnu metriqku koneksiju
1
∇ za

jediniqni vremenski vektor P , sa pridru�enim kovektorom π, va�i

(
1
∇Xπ)(Y ) = ω(g(X,Y ) + π(X)π(Y )).

Za specijalnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju, na osnovu jednaqine (2.4.1), sada imamo

(
1
∇Xπ)(Y ) = −(g(X,Y ) + π(X)π(Y )),

xto predstavǉa specijalan sluqaj prethodne jednaqine i ovo implicira naredno tvr�eǌe.

Teorema 2.4.10 Ako je generator specijalne polu-simetriqne metriqke koneksije jediniqni
vremenski vektor P , tada je on torzo-formiraju�i u odnosu na ovu koneksiju.

Kao xto smo ve� rekli, Lorencova mnogostrukost je idealan fluid ako Riqijev tenzor
ima oblik

g

Ric = ag + bπ ⊗ π, (2.4.15)

gde su a i b skalarne funkcije. Kontrakcija ove jednaqine daje izraz

g
r = an− b.

Koriste�i osobinu (2.4.8), iz (2.4.15) imamo 0 = aπ(X)− bπ(X) = (a− b)π(X), odnosno

a = b.

Kombinacijom prethodne dve jednakosti dobijamo

a =

g
r

n− 1

xto znaqi da idelan fluid (M, g,
1
∇) ima oblik

g

Ric =

g
r

n− 1
(g + π ⊗ π). (2.4.16)

Ako je Lorencova mnogostrukost (M, g,
1
∇) Ajnxtajnova, tada kombinacijom jednaqine

g

Ric =

g
r

n
g

i identiteta (2.4.8), imamo 0 =
g
rπ(X), odakle je

g
r = 0. Sada prethodna jednaqina daje

g

Ric = 0, na osnovu qega donosimo slede�i zakǉuqak.

Teorema 2.4.11 Ajnxtajnova Lorencova mnogostrukost (M, g,
1
∇) je Riqi ravna.
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2.4. Specijalna polu-simetriqna metriqka koneksija

Ako za Rimanov tenzor krivine va�i

g

R(X,Y )Z = f(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ) + h(g(Y,Z)π(X)− g(X,Z)π(Y ))P + hπ(Z)(π(Y )X − π(X)Y ),

gde su f i h diferencijabilne funkcije, tada je takva mnogostrukost kvazi-konstantne kri-
vine.

Na osnovu (2.4.4), vidimo da iz
1
R = 0 sledi

g

R(X,Y )Z=−(g(Y,Z)X−g(X,Z)Y )−(g(Y,Z)π(X)−g(X,Z)π(Y ))P−π(Z)(π(Y )X−π(X)Y ), (2.4.17)

xto �emo formulisati u narednoj teoremi.

Teorema 2.4.12 Ako u Lorencovoj mnogostrukosti (M, g,
1
∇) ixqezava tenzor krivine speci-

jalne polu-simetriqne metriqke koneksije, tada je ova mnogostrukost kvazi-konstantne kri-
vine.

Daǉe, kontrakcijom po X u prethodnoj jednaqini dobijamo

g

Ric = −(n− 2)(g + π ⊗ π). (2.4.18)

Teorema 2.4.13 Lorencova mnogostrukosti (M, g,
1
∇) qiji tenzor krivine specijalne polu-

simetriqne metriqke koneksije
1
∇ ixqezava predstavǉa idealan fluid.

Pored toga, prethodna jednaqina se mo�e dobiti i iz (2.4.5) za
1
Ric = 0. Primetimo da

je skalarna krivina idealnog fluida (2.4.18) negativna, tj.
g
r = −(n − 1)(n − 2) za n > 2.

Slede�a dva tvr�eǌa su posledica Teoreme 2.4.6 i 2.4.7.

Posledica 2.4.1 Ako u Lorencovoj mnogostrukosti (M, g,
1
∇) ixqezava Riqijev tenzor speci-

jalne polu-simetriqne metriqke koneksije
1
∇, tada je ova mnogostrukost idealan fluid.

Posledica 2.4.2 Ako u Lorencovoj mnogostrukosti (M, g,
1
∇) ixqezava koncirkularni tenzor

krivine specijalne polu-simetriqne metriqke koneksije
1
∇, tada je ova mnogostrukost idealan

fluid.

Ako u Lorencovoj mnogostrukosti (M, g,
1
∇) posmatramo Riqijev soliton u odnosu na

1
∇,

oblika (2.4.14), tada Teorema 2.4.9 implicira naredno tvr�eǌe.

Teorema 2.4.14 Neka je (M, g,
1
∇) Lorencova mnogostrukost sa specijalnom polu-simetriqnom

metriqkom koneksijom
1
∇. Riqijev soliton oblika (2.4.14) je stabilan i predstavǉa idealan

fluid qiji Riqijev tenzor ima jednaqinu

g

Ric = −(n− 3)(g + π ⊗ π).

Napomena 2.4.1 Lorencove mnogostrukosti sa paralelnim izotropnim vektorom se nazivaju
Brinkmanove mnogostrukosti. Na osnovu Teoreme 2.4.2 i 2.4.5, u takvim mnogostrukostima

skalar krivine i konharmonijski tenzor se ne meǌaju kada prelazimo sa
g

∇ na
1
∇.
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

2.4.3 Primena na teoriju relativnosti

Ovde �emo se baviti primenom specijalne polu-simetriqne metriqke koneksije na teoriju
relativnosti i posmatra�emo Ajnxtajnovu jednaqinu bez kosmoloxke konstante (2.3.28).
Jasno je da je za idealan fluid divergencija tenzora energije-impulsa (2.3.31) jednaka nuli
za specijalnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju.

U prethodnom delu rada smo predstavili oblik Riqijevog tenzora u qetvorodimenzio-
nalnom idealnom fluidu koji zadovoǉava Ajnxtajnovu jednaqinu bez kosmoloxke konstante,
a sada �emo to uraditi za proizvoǉnu dimenziju n. Na osnovu jednaqina (2.3.28) i (2.3.31)
dobijamo

g

Ric =
1

2
(
g
r + 2kp)g + k(σ + p)π ⊗ π.

Kontrakcijom ove jednaqine dobijamo skalar krivine

g
r =

2k

n− 2
(σ − (n− 1)p),

pa se Riqijev tenzor idealnog fluida koji zadovoǉava Ajnxtajnovu jednaqinu bez kosmolo-
xke konstante zapisuje u obliku

g

Ric =
k(σ − p)

n− 2
g + k(σ + p)π ⊗ π. (2.4.19)

Poxto za idealan fluid (M, g,
1
∇) Riqijev tenzor ima oblik (2.4.16), upore�ivaǌem ove

jednaqine sa (2.4.19) dobijamo
k(σ − p)

n− 2
= k(σ + p),

odakle se dobija slede�a jednaqina staǌa

p

σ
=

3− n

n− 1
.

Teorema 2.4.15 Idealan fluid (M, g,
1
∇) koji zadovoǉava Ajnxtajnovu jednaqinu bez kosmolo-

xke konstante ima jednaqinu staǌa p
σ = 3−n

n−1 .

Za dimenziju n = 4, jednaqina staǌa ima vrednost p
σ = −1

3 , a to je graniqna vrednost za
naruxavaǌe jakog uslova energije, odnosno graniqna vrednost za tamnu energiju, koja je
odgovorna za xireǌe univerzuma.

2.5 Projektivna polu-simetriqna koneksija

Za dve koneksije ka�emo da su projektivno ekvivalentne ako imaju iste geodezijske linije.

Ako posmatramo polu-simetriqnu koneksiju
1
∇ kao projektivno ekvivalentnu sa Levi-Qivita

koneksijom
g

∇, tada se ona zove projektivna polu-simetriqna koneksija. Ideju o ovakvoj
koneksiji su uveli P. �ao i H. Song [140] i ona je data relacijom

1
∇XY =

g

∇XY + ψ(Y )X + ψ(X)Y + η(Y )X − η(X)Y, (2.5.1)

gde su ψ i η kovektori dati jednaqinama

ψ(X) =
n− 1

2(n+ 1)
π(X), η(X) =

1

2
π(X).
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2.5. Projektivna polu-simetriqna koneksija

Lako se proverava da koneksija
1
∇, data jednaqinom (2.5.1), nije metriqka, odnosno da

va�i

(
1
∇Xg)(Y,Z) = Xg(Y,Z)− g(

1
∇XY,Z)− g(Y,

1
∇XZ)

=
1

n+ 1
(2π(X)g(Y, Z)− nπ(Y )g(X,Z)− nπ(Z)g(X,Y )).

Korix�eǌem formule (1.5.2) za simetriqnu koneksiju, na osnovu jednaqine (2.5.1)

mo�emo se uveriti da se veza izme�u simetriqne koneksije
0
∇ i Levi-Qivita koneksije

g

∇,
mo�e predstaviti narednom relacijom

0
∇XY =

g

∇XY + ψ(Y )X + ψ(X)Y,

koja predstavǉa jednaqinu za projektivna (tj. geodezijska) preslikavaǌa, pri kojima se
quvaju geodezijske linije (npr. videti [70]).

Linearno nezavisni tenzori krivine projektivne polu-simetriqne koneksije (2.5.1) su
predstavǉeni narednim tvr�eǌem.

Teorema 2.5.1 Neka je (M, g,
1
∇) Rimanova mnogostrukost sa projektivnom polu-simetriqnom

koneksijom
1
∇, koja je data jednaqinom (2.5.1). Tenzori krivine

θ
R, θ = 0, 1, 2, . . . , 5, su sa Ri-

manovim tenzorom krivine
g

R povezani slede�im jednaqinama

0
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
n− 1

2(n+ 1)

(
(
g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X)
)
Z

+
n− 1

2(n+ 1)

(
(
g

∇Xπ)(Z)Y − (
g

∇Y π)(Z)X
)
+

(n− 1)2

4(n+ 1)2
π(Z)

(
π(Y )X − π(X)Y

)
,

(2.5.2)

1
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − 1

n+ 1

(
(
g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X)
)
Z

+
n

n+ 1

(
(
g

∇Xπ)(Z)Y − (
g

∇Y π)(Z)X
)
+

n2

(n+ 1)2
π(Z)

(
π(Y )X − π(X)Y

)
,

(2.5.3)

2
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
n

n+ 1

(
(
g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X)
)
Z

− 1

n+ 1

(
(
g

∇Xπ)(Z)Y − (
g

∇Y π)(Z)X
)
+

1

(n+ 1)2
π(Z)

(
π(Y )X − π(X)Y

)
,

(2.5.4)

3
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
n

n+ 1

(
(
g

∇Xπ)(Z)Y − (
g

∇Y π)(X)Z
)
+

1

(n+ 1)2
π(Y )π(Z)X

+
1

n+ 1

(
(
g

∇Y π)(Z)X − (
g

∇Xπ)(Y )Z
)
− n2

(n+ 1)2
π(X)π(Z)Y +

n− 1

n+ 1
π(Y )π(X)Z,

(2.5.5)

4
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
n

n+ 1

(
(
g

∇Xπ)(Z)Y − (
g

∇Y π)(X)Z
)
− n2 + 2n

(n+ 1)2
π(Y )π(Z)X

+
1

n+ 1

(
(
g

∇Y π)(Z)X − (
g

∇Xπ)(Y )Z
)
+

2n+ 1

(n+ 1)2
π(X)π(Z)Y +

n− 1

n+ 1
π(Y )π(X)Z,

(2.5.6)

5
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
n− 1

2(n+ 1)

(
(
g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X)
)
Z

+
n− 1

2(n+ 1)

(
(
g

∇Xπ)(Z)Y − (
g

∇Y π)(Z)X
)
+

(n− 1)2

4(n+ 1)2
π(Z)

(
π(Y )X − π(X)Y

)
− 1

4
π(Z)

(
π(Y )X + π(X)Y

)
+

1

2
π(X)π(Y )Z.

(2.5.7)

Kontrakcijom po vektoru X u jednaqinama (2.5.2)–(2.5.7) iz prethodne teoreme dobijamo

odgovaraju�e relacije izme�u Riqijevih tenzora
θ
Ric, θ = 0, 1, . . . , 5 i

g

Ric.
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

Teorema 2.5.2 Neka je (M, g,
1
∇) Rimanova mnogostrukost sa projektivnom polu-simetriqnom

koneksijom
1
∇, koja je data jednaqinom (2.5.1). Riqijevi tenzori

θ
Ric, θ = 0, 1, 2, . . . , 5, su sa

Riqijevim tenzorom
g

Ric povezani slede�im jednaqinama

0
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y, Z)− n(n− 1)

2(n+ 1)
(
g

∇Y π)(Z) +
n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Zπ)(Y ) +
(n− 1)3

4(n+ 1)2
π(Y )π(Z),

1
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y,Z)− n2 − n− 1

n+ 1
(
g

∇Y π)(Z)−
1

n+ 1
(
g

∇Zπ)(Y ) +
n2(n− 1)

(n+ 1)2
π(Y )π(Z),

2
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y, Z)− 1

n+ 1
(
g

∇Y π)(Z) +
n

n+ 1
(
g

∇Zπ)(Y ) +
n− 1

(n+ 1)2
π(Y )π(Z),

3
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y,Z) +
n

n+ 1
(
g

∇Y π)(Z)−
1

n+ 1
(
g

∇Zπ)(Y ) +
n− 1

(n+ 1)2
π(Y )π(Z),

4
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y,Z) +
n

n+ 1
(
g

∇Y π)(Z)−
1

n+ 1
(
g

∇Zπ)(Y )− n(n2 + n− 2)

(n+ 1)2
π(Y )π(Z),

5
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y, Z)− n(n− 1)

2(n+ 1)
(
g

∇Y π)(Z) +
n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Zπ)(Y ) +
n(n− 1)

(n+ 1)2
π(Y )π(Z).

Osobina simetriqnosti prethodnih Riqijevih tenzora
θ
Ric, θ = 0, 1, 2, . . . , 5 je povezana sa

osobinom zatvorenosti kovektora π, xto je predstavǉeno narednom teoremom.

Teorema 2.5.3 Riqijevi tenzori
θ
Ric, θ = 0, 1, 2, . . . , 5, projektivne polu-simetriqne koneksije

(2.5.1) su simetriqni ako i samo ako je kovektor π zatvoren.

Dokaz: Videti dokaz Teoreme 3.6 u radu [87]. □

Pored toga, i ixqezavaǌe Riqijevih tenzor
θ
Ric, θ = 0, 1, 2, . . . , 5, implicira zatvorenost

kovektora π.

Teorema 2.5.4 Ako je bilo koji Riqijev tenzor
θ
Ric, θ = 0, 1, 2, . . . , 5, projektivne polu-

simetriqne koneksije (2.5.1), jednak nuli, tada je kovektor π zatvoren.

Dokaz: Na primer, ako je
5
Ric = 0, tada imamo

g

Ric(Y,Z) =
n(n− 1)

2(n+ 1)
(
g

∇Y π)(Z)−
n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Zπ)(Y )− n(n− 1)

(n+ 1)2
π(Y )π(Z). (2.5.8)

Anti-simetrizacijom ove jednaqine nalazimo da je

n− 1

2
((

g

∇Y π)(Z)− (
g

∇Zπ)(Y )) =
n− 1

2
dπ(Y,Z) = 0, (2.5.9)

qime smo dokazali teoremu. □

Nadaǉe �emo prouqavati tenzore krivine
θ
R, θ = 0, 1, . . . , 5. Polaze�i od jednaqine svakog

linearno nezavisnog tenzora krivine, odredi�emo tenzore koju su nezavisni od generatora π
projektivne polu-simetriqne koneksije, koji se, kao xto �emo videti, poklapaju sa Vejlovim

projektivnim tenzorom krivine
g

W , xto nam daje potrebne i dovoǉne uslove da posmatrana
mnogostrukost bude projektivno ravna kada oni nestaju. Najpre �emo detaǉno opisati pos-

tupak za tenzore krivine projektivne polu-simetriqne koneksije
1
∇ i simetriqne koneksije

0
∇, tj. za tenzore

1
R i

0
R, pri qemu �emo koristiti formule (2.5.10) i (2.5.15), a onda �emo

za tenzore krivine
3
R i

5
R koristiti razvijene formule predstavǉene u Teoremi 2.5.1, pri

qemu �emo iz tih formula eliminisati izraze koji se odnose na generator π, tj. izraze
g

∇π
i π ⊗ π.
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2.5. Projektivna polu-simetriqna koneksija

2.5.1 Tenzor krivine nulte vrste

Relacija (2.5.2) iz Teoreme 2.5.1 se mo�e zapisati kao
0
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
0
α(X,Z)Y − 0

α(Y,Z)X +
0
β(X,Y )Z, (2.5.10)

gde je
0
α(X,Y ) =

n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Xπ)(Y )− (n− 1)2

4(n+ 1)2
π(X)π(Y )

i
0
β(X,Y ) =

0
α(X,Y )− 0

α(Y,X).

Kontrakcijom po vektoru X u jednaqini (2.5.10), dobijamo izraz za Riqijev tenzor
0
Ric u

slede�em obliku
0
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y, Z)− (n− 1)
0
α(Y, Z) +

0
β(Z, Y ). (2.5.11)

Nakon anti-simetrizacije u posledǌoj relaciji po vektorima Y i Z, pri qemu uzimamo u

obzir da je Riqijev tenzor
g

Ric simetriqan, imamo jednaqinu
0
Ric(Y,Z)−

0
Ric(Z, Y ) = −(n− 1)

0
β(Y,Z) + 2

0
β(Z, Y ),

odakle je
0
β(Z, Y ) =

1

n+ 1
(
0
Ric(Y,Z)−

0
Ric(Z, Y )), (2.5.12)

xto nakon zamene u (2.5.11) daje izraz tenzora
0
α preko odgovaraju�ih Riqijevih tenzora

0
α(Y,Z) = − n

n2 − 1

0
Ric(Y,Z)− 1

n2 − 1

0
Ric(Z, Y ) +

1

n− 1

g

Ric(Y,Z). (2.5.13)

Sada, korix�eǌem prethodne dve jednaqine u (2.5.10), dobijamo tenzor
0
W koji ne zavisi od

kovektora π i za koji va�i jednaqina
0
W (X,Y )Z =

g

W (X,Y )Z,

gde je
0
W (X,Y )Z =

0
R(X,Y )Z +

n

n2 − 1

( 0
Ric(X,Z)Y −

0
Ric(Y, Z)X

)
+

1

n2 − 1

( 0
Ric(Z,X)Y −

0
Ric(Z, Y )X

)
+

1

n+ 1

( 0
Ric(X,Y )−

0
Ric(Y,X)

)
Z

(2.5.14)

i
g

W je Vejlov projektivni tenzor krivine (1.7.5). Tenzor
0
W dat jednaqinom (2.5.14) je

poznat kao Vejlov projektivni tenzor krivine simetriqne koneksije (npr. videti [70]).

Teorema 2.5.5 Neka je (M, g,
1
∇) Rimanova mnogostrukost sa projektivnom polu-simetriqnom

koneksijom
1
∇, tenzor

0
W dat jednaqinom (2.5.14) i

g

W Vejlov projektivni tenzor krivine (1.7.5).
Tada je:

(i)
0
W =

g

W ,

(ii) Ako Riqijev tenzor
0
Ric ixqezava, tada je

0
W =

0
R,

(iii) Ako je kovektor π zatvoren tada tenzor
0
W dobija oblik

0
W (X,Y )Z =

0
R(X,Y )Z +

1

n− 1

( 0
Ric(X,Z)Y −

0
Ric(Y,Z)X

)
.

Dokaz: Tvr�eǌe (iii) se dokazuje korix�eǌem Teoreme 2.5.3. □
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

2.5.2 Tenzor krivine prve vrste

Jednaqina (2.5.3) za tenzor krivine projektivne polu-simetriqne koneksije
1
∇ se mo�e za-

pisati u obliku

1
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1
α(X,Z)Y − 1

α(Y,Z)X +
1
β(X,Y )Z, (2.5.15)

gde su
1
α i

1
β tenzori tipa (0,2), dati jednaqinama

1
α(X,Y ) =

n

n+ 1
(
g

∇Xπ)(Y )− n2

(n+ 1)2
π(X)π(Y )

i
1
β(X,Y ) =

1

n+ 1

(
(
g

∇Y π)(X)− (
g

∇Xπ)(Y )
)
=

1

n
(
1
α(Y,X)− 1

α(X,Y )).

Vidimo da je
1
β anti-simetriqna bilinearna forma, tj.

1
β(X,Y ) = −

1
β(Y,X), xto �emo ko-

ristiti u nastavku. Kontrakcijom po X u jednaqini (2.5.15) odre�ujemo Riqijev tenzor

koneksije
1
∇

1
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y, Z)− (n− 1)
1
α(Y,Z) +

1
β(Z, Y ), (2.5.16)

koji nakon anti-simetrizacije po vektorima Y i Z daje slede�u jednaqinu

1
Ric(Y, Z)−

1
Ric(Z, Y ) = n

1
β(Z, Y )− n2

1
β(Z, Y ) + 2

1
β(Z, Y ), (2.5.17)

gde smo uzeli u obzir da je Riqijev tenzor
g

Ric simetriqan i da je
1
β anti-simetriqan (0,2)-

tenzor, tj. 2-forma. Daǉe, iz prethodne relacije se mo�e odrediti izraz za tenzor
1
β

1
Ric(Y, Z)−

1
Ric(Z, Y ) = (n2 − n− 2)

1
β(Y, Z),

xto nakon zamene u (2.5.16) daje izraz tenzora
1
α u zavisnosti od Riqijevih tenzora

1
Ric i

g

Ric

(n− 1)
1
α(Y,Z) =

g

Ric(Y,Z)−
1
Ric(Y,Z)− 1

(n2 − n− 2)

( 1
Ric(Y,Z)−

1
Ric(Z, Y )

)
.

Zamenom prethodne dve jednaqine u (2.5.15), dobijamo

1
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

n− 1

( g
Ric(X,Z)−

1
Ric(X,Z)

)
Y − 1

n− 1

( g
Ric(Y,Z)−

1
Ric(Y,Z)

)
X

− 1

(n− 1)(n2 − n− 2)

(( 1
Ric(X,Z)−

1
Ric(Z,X)

)
Y −

( 1
Ric(Y,Z)−

1
Ric(Z, Y )

)
X
)

+
1

n2 − n− 2

( 1
Ric(X,Y )−

1
Ric(Y,X)

)
Z,

ili u jednostavnijem zapisu
1
W (X,Y )Z =

g

W (X,Y )Z,

gde je

1
W (X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z +

1

(n− 1)(n2 − n− 2)

(
(n2 − n− 1)

1
Ric(X,Z)−

1
Ric(Z,X)

)
Y

− 1

(n− 1)(n2 − n− 2)

(
(n2 − n− 1)

1
Ric(Y,Z)−

1
Ric(Z, Y )

)
X

− 1

n2 − n− 2

( 1
Ric(X,Y )−

1
Ric(Y,X)

)
Z.

(2.5.18)
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2.5. Projektivna polu-simetriqna koneksija

Tenzor
1
W , koji je nezavisan od generatora π projektivne polu-simetriqne koneksije

1
∇,

odre�en je u radu2 [140].

Teorema 2.5.6 Neka je (M, g,
1
∇) Rimanova mnogostrukost sa projektivnom polu-simetriqnom

koneksijom (2.5.1),
1
W tenzor dat jednaqinom (2.5.18) i

g

W Vejlov projektivni tenzor krivine
(1.7.5). Tada je:

(i)
1
W =

g

W ,

(ii) Ako Riqijev tenzor
1
Ric ixqezava, tada je

1
W =

1
R,

(iii) Ako je kovektor π zatvoren tada tenzor
1
W dobija oblik

1
W (X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z +

1

n− 1

( 1
Ric(X,Z)Y −

1
Ric(Y,Z)X

)
.

2.5.3 Tenzor krivine druge vrste

Jednaqina (2.5.4) za tenzor krivine druge vrste se mo�e zapisati u obliku

2
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − γ(X,Z)Y + γ(Y, Z)X + n(γ(X,Y )− γ(Y,X))Z, (2.5.19)

gde je γ (0,2)-tenzor dat jednaqinom

γ(X,Y ) =
1

n+ 1
(
g

∇Xπ)(Y ) +
1

(n+ 1)2
π(X)π(Y ).

Korix�eǌem postupka koji je prikazan kod tenzora krivine
0
R i

1
R, pomo�u relacije (2.5.19)

mo�emo odrediti tenzor
2
W koji ne zavisi od generatora π i zadovoǉava jednaqinu

2
W (X,Y )Z =

g

W (X,Y )Z,

gde je

2
W (X,Y )Z =

2
R(X,Y )Z +

1

(n− 1)(n2 − 1)

(
(n2 − 1)

2
Ric(Z,X) + ′ 2R(Z,X)

)
Y

− 1

(n− 1)(n2 − 1)

(
(n2 − 1)

2
Ric(Z, Y ) + ′ 2R(Z, Y )

)
X − n

n2 − 1
′ 2R(X,Y )Z

(2.5.20)

i (0,2)-tenzor ′
2
R je definisan relacijom ′

2
R(X,Y ) = trace{Z →

2
R(X,Y )Z}, pri qemu se u

postupku koristi qiǌenica da je trace{Z →
g

R(X,Y )Z} = 0. Na osnovu jednaqine (2.5.19) se
lako dokazuje da va�i

2
Ric(Y,Z)−

2
Ric(Z, Y ) = − 1

n− 1
′ 2R(Y,Z),

odakle vidimo da je tenzor ′
2
R anti-simetriqan. Ako je 1-forma π zatvorena, tada je ′

2
R = 0

(jer je u tom sluqaju
2
Ric simetriqan). Na ovaj naqin smo dokazali narednu teoremu.

2Razlika izme�u formule (15) iz tog rada i naxe formule (2.5.18) je u znakovima nekih koeficijenata, jer
u tom radu postoji tehniqka grexka, gde umesto znaka − stoji +.
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

Teorema 2.5.7 Neka je (M, g,
1
∇) Rimanova mnogostrukost sa projektivnom polu-simetriqnom

koneksijom (2.5.1),
2
W tenzor dat jednaqinom (2.5.20) i

g

W Vejlov projektivni tenzor krivine
(1.7.5). Tada je:

(i)
2
W =

g

W ,

(ii) Ako Riqijev tenzor
2
Ric ixqezava, tada je

2
W =

2
R,

(iii) Ako je kovektor π zatvoren tada tenzor
2
W dobija oblik

2
W (X,Y )Z =

2
R(X,Y )Z +

1

n− 1

( 2
Ric(X,Z)Y −

2
Ric(Y,Z)X

)
.

2.5.4 Tenzor krivine tre�e vrste

Za odre�ivaǌe tenzora nezavisnog od generatora projektivne polu-simetriqne koneksije, na
osnovu tenzora krivine tre�e vrste, kre�emo od jednaqine (2.5.5), kao i od odgovaraju�e
jednaqine izme�u Riqijevih tenzora, koja glasi

3
Ric(Y,Z) =

g

Ric(Y,Z) +
n

n+ 1
(
g

∇Y π)(Z)−
1

n+ 1
(
g

∇Zπ)(Y ) +
n− 1

(n+ 1)2
π(Y )π(Z). (2.5.21)

Ako izvrximo kontrakciju po vektoru Z u jednaqini (2.5.5), imamo

′ 3R(X,Y ) := trace{Z →
3
R(X,Y )Z} = (n− 1)

(n− 1

n+ 1
π(X)π(Y )− (

g

∇Y π)(X)
)
. (2.5.22)

Kombinacijom prethodne dve jednaqine, nalazimo da va�i

1

n+ 1
(
g

∇Y π)(Z) =
1

n

( 3
Ric(Y,Z)−

g

Ric(Y,Z)− 1

n2 − 1
′ 3R(Y,Z)

)
,

1

n+ 1
π(Y )π(Z) =

n+ 1

n(n− 1)

3
Ric(Y,Z)− n+ 1

n(n− 1)

g

Ric(Y, Z)− 1

n(n− 1)2
′ 3R(Y,Z) +

1

(n− 1)2
′ 3R(Z, Y ).

Ako posledǌa dva izraza zamenimo u jednaqinu tenzora krivine tre�e vrste (2.5.5), tada
dobijamo

3
W (X,Y )Z =

g

W (X,Y )Z,

gde je

3
W (X,Y )Z =

3
R(X,Y )Z +

1

n− 1

( 3
Ric(X,Z)Y −

3
Ric(Y,Z)X

)
−
( 3
Ric(X,Y )−

3
Ric(Y,X)

)
Z

− 1

(n2 − 1)(n− 1)

((′ 3R(X,Z)− n2 ′ 3R(Z,X)
)
Y −

(′ 3R(Y, Z)− ′ 3R(Z, Y )
)
X
)

+
1

n2 − 1

(′ 3R(X,Y )− (n+ 2) ′ 3R(Y,X)
)
Z.

(2.5.23)

Dakle, vidimo da je tenzor
3
W nezavisan od 1-forme π. Ako uporedimo rezultate koje do-

bijamo anti-simetrizacijom jednaqina (2.5.21) i (2.5.22), uveri�emo se da va�i slede�a
relacija

3
Ric(Y,Z)−

3
Ric(Z, Y ) =

1

n− 1
(
3
′R(Y,Z)−

3
′R(Z, Y )).

koja nam govori da je u sluqaju zatvorene 1-forme π i tenzor
3
′R simetriqan. Prethodne

zakǉuqke �emo formulisati u narednoj teoremi.
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2.5. Projektivna polu-simetriqna koneksija

Teorema 2.5.8 Neka je (M, g,
1
∇) Rimanova mnogostrukost sa projektivnom polu-simetriqnom

koneksijom (2.5.1),
3
W tenzor dat jednaqinom (2.5.23) i

g

W Vejlov projektivni tenzor krivine
(1.7.5). Tada je:

(i)
2
W =

g

W ,

(ii) Ako ixqezava Riqijev tenzor
3
Ric i tenzor ′

3
R tada je

3
W =

3
R,

(iii) Ako je kovektor π zatvoren tada tenzor
3
W dobija oblik

3
W (X,Y )Z =

3
R(X,Y )Z +

1

n− 1

( 3
Ric(X,Z)Y −

3
Ric(Y,Z)X

)
+

1

n− 1

(′ 3R(X,Z)Y − ′ 3R(X,Y )Z
)
.

2.5.5 Tenzor krivine qetvrte vrste

Polaze�i od jednaqine tenzora krivine qetvrte vrste (2.5.6), sliqnim postupkom kao i za

tenzor krivine tre�e vrste
3
R, mo�emo odrediti tenzor

4
W (X,Y )Z =

4
R(X,Y )Z +

1

n− 1

( 4
Ric(X,Z)Y −

4
Ric(Y, Z)X

)
− 1

(n2 − 1)(n− 1)

((′ 4R(X,Z)− n2 ′ 4R(Z,X)
)
Y −

(′ 4
R(Y, Z)− ′ 4R(Z, Y )

)
X
)

− 1

n2 − 1

(
n ′ 4R(X,Y ) + ′ 4R(Y,X)

)
Z.

(2.5.24)

koji zadovoǉava relaciju
4
W =

g

W . Za tenzor ′
4
R, koji se definixe preko traga tenzora

4
R(X,Y )Z po poǉu Z, se lako pokazuje da je simetriqan kada je kovektor π zatvoren, pa smo
tako dokazali narednu teoremu.

Teorema 2.5.9 Neka je (M, g,
1
∇) Rimanova mnogostrukost sa projektivnom polu-simetriqnom

koneksijom (2.5.1),
4
W tenzor dat jednaqinom (2.5.24) i

g

W Vejlov projektivni tenzor krivine
(1.7.5). Tada je:

(i)
4
W =

g

W ,

(ii) Ako tenzori
4
Ric i

4
′R ixqezavaju, tada je

4
W =

4
R,

(iii) Ako je kovektor π zatvoren tada tenzor
4
W dobija oblik

4
W (X,Y )Z =

4
R(X,Y )Z +

1

n− 1

( 4
Ric(X,Z)Y −

4
Ric(Y,Z)X

)
+

1

n− 1

(′ 4R(X,Z)Y − ′ 4R(X,Y )Z
)
.

2.5.6 Tenzor krivine pete vrste

U sluqaju tenzora krivine
5
R kre�emo od jednaqine (2.5.7) koju �emo, zbog preglednosti

postupka, zapisati ponovo

5
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
n− 1

2(n+ 1)

(
(
g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X)
)
Z +

n− 1

2(n+ 1)

(
(
g

∇Xπ)(Z)Y − (
g

∇Y π)(Z)X
)

+
(n− 1)2

4(n+ 1)2
π(Z)

(
π(Y )X − π(X)Y

)
− 1

4
π(Z)

(
π(Y )X + π(X)Y

)
+

1

2
π(X)π(Y )Z.
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Glava 2. Polu-simetriqne koneksije

Ako ovu jednaqinu kontrakujemo po vektorima X, Y i Z, redom, dobijamo

5
Ric(Y,Z) =

g

Ric(Y, Z) +
n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Zπ)(Y )− n(n− 1)

2(n+ 1)
(
g

∇Y π)(Z)−
n(n− 1)

(n+ 1)2
π(Y )π(Z), (2.5.25)

′′ 5R(X,Z) =−
g

Ric(X,Z) +
n(n− 1)

2(n+ 1)
(
g

∇Xπ)(Z)−
n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Zπ)(X)

− (n− 1)(n2 + 1)

2(n+ 1)2
π(X)π(Z)

(2.5.26)

i
′ 5R(X,Y ) =

n− 1

2
(
g

∇Xπ)(Y )− n− 1

2
(
g

∇Y π)(X) +
n− 1

2
π(X)π(Y ), (2.5.27)

gde je ′′
5
R(X,Z) = trace{Y →

5
R(X,Y )Z} i ′

5
R(X,Y ) = trace{Z →

5
R(X,Y )Z}. Ako uzmemo da je

Y = X i Z = Y u jednaqini (2.5.25), tada dobijamo

5
Ric(X,Y ) =

g

R(X,Y ) +
n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Y π)(X)− n(n− 1)

2(n+ 1)
(
g

∇Xπ)(Y )− n(n− 1)

(n+ 1)2
π(X)π(Y ). (2.5.28)

Sa druge strane, uzimaju�i Z = Y u (2.5.26), nalazimo da je

′′ 5R(X,Y ) =−
g

R(X,Y ) +
n(n− 1)

2(n+ 1)
(
g

∇Xπ)(Y )− n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Y π)(X)

− (n− 1)(n2 + 1)

2(n+ 1)2
π(X)π(Y ).

(2.5.29)

Sabiraǌem posledǌe dve relacije dobijamo

n− 1

2
π(X)π(Y ) = −

5
Ric(X,Y )− ′′ 5R(X,Y ). (2.5.30)

Zamenom (2.5.30) u jednaqinama (2.5.28) i (2.5.27) imamo naredne izraze

n2 + 1

(n+ 1)2

5
Ric(X,Y )− 2n

(n+ 1)2
′′ 5R(X,Y ) =

g

Ric(X,Y )− n(n− 1)

2(n+ 1)
(
g

∇Xπ)(Y ) +
n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Y π)(X),

5
Ric(X,Y ) + ′′ 5R(X,Y ) + ′ 5R(X,Y ) =

n− 1

2
(
g

∇Xπ)(Y )− n− 1

2
(
g

∇Y π)(X).

Kombinacija prethodne dve jednaqine nam daje izraz tenzora
g

∇π koji glasi

n− 1

2(n+ 1)
(
g

∇Xπ)(Y ) =
1

n− 1

g

Ric(X,Y )− n2 + n+ 2

(n2 − 1)(n+ 1)

5
Ric(X,Y )

− 1

n2 − 1

5
′R(X,Y ) +

1

(n+ 1)2

5
′′R(X,Y ).

(2.5.31)

Konaqno, zamenom (2.5.30) i (2.5.31) u (2.5.7), dobijamo

5
W (X,Y )Z =

g

W (X,Y )Z,

gde je
5
W tenzor dat jednaqinom

5
W (X,Y )Z =

5
R(X,Y )Z +

1

n2 − 1

( 5
Ric(X,Z)Y − (n+ 2)

5
Ric(Y, Z)X

)
+

1

n2 − 1

(′ 5R(X,Y )− ′ 5R(Y,X)
)
Z +

1

n2 − 1

(′ 5R(X,Z)Y − ′ 5R(Y, Z)X
)

+
n2 + n+ 2

(n2 − 1)(n+ 1)

5
Ric(X,Y )Z +

n2 + 3n

(n2 − 1)(n+ 1)
′′ 5R(Y,X)Z

− 1

n2 − 1

(
n ′′ 5R(X,Z)Y + ′′ 5R(Y,Z)X

)
+

1

(n+ 1)2
( 5
Ric(Y,X)− ′′ 5R(X,Y )

)
Z.

(2.5.32)
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2.5. Projektivna polu-simetriqna koneksija

Korix�eǌem anti-simetrizacije jednaqina (2.5.27), (2.5.28) i (2.5.29), dobijamo

5
Ric(X,Y )−

5
Ric(Y,X) = −1

2

(′ 5R(X,Y )− ′ 5R(Y,X)
)
= −′′ 5R(X,Y ) + ′′ 5R(Y,X),

odakle je
5
Ric(X,Y )− ′′ 5R(Y,X) =

5
Ric(Y,X)− ′′ 5R(X,Y ).

Ako posledǌu relaciju ubacimo u (2.5.32), tenzor
5
W se mo�e zapisati u slede�oj formi

5
W (X,Y )Z =

5
R(X,Y )Z +

1

n2 − 1

( 5
Ric(X,Z)Y − (n+ 2)

5
Ric(Y, Z)X

)
+

1

n2 − 1

(′ 5R(X,Y )− ′ 5R(Y,X)
)
Z +

1

n2 − 1

(′ 5R(X,Z)Y − ′ 5R(Y,Z)X
)

− 1

n2 − 1

(
n ′′ 5R(X,Z)Y + ′′ 5R(Y,Z)X

)
+

1

n− 1

( 5
Ric(X,Y ) + ′′ 5R(Y,X)

)
Z.

(2.5.33)

Prethodno dobijene rezultate formulixemo u narednoj teoremi.

Teorema 2.5.10 Neka je (M, g,
1
∇) Rimanova mnogostrukost sa projektivnom polu-sime-

triqnom koneksijom (2.5.1),
5
W tenzor dat jednaqinom (2.5.33) i

g

W Vejlov projektivni tenzor
krivine (1.7.5). Tada je:

(i)
5
W =

g

W ,

(ii) Ako tenzori
5
Ric,

5
′R i

5
′′R ixqezavaju, tada je

5
W =

5
R,

(iii) Ako je kovektor π zatvoren tada tenzor
5
W dobija oblik

5
W (X,Y )Z =

5
R(X,Y )Z +

1

n2 − 1

( 5
Ric(X,Z)Y − (n+ 2)

5
Ric(Y,Z)X

)
+

1

n2 − 1

(′ 5R(X,Z)Y − ′ 5R(Y, Z)X
)
− 1

n2 − 1

(
n ′′ 5R(X,Z)Y + ′′ 5R(Y,Z)X

)
+

1

n− 1

( 5
Ric(X,Y ) + ′′ 5R(Y,X)

)
Z.
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Glava 3

Qetvrt-simetriqne koneksije

S. Golab je definisao qetvrt-simetriqnu koneksiju 1975. god. u radu [46], kao uopxteǌe
polu-simetriqne koneksije. Pored kovektora, ova koneksija sadr�i i (1,1)-tenzor, pa se
odmah pokazala interesantnom za prouqavaǌe u mnogostrukostima koje se definixu preko
(1,1)-tenzora, kao xto su kompleksne i kontaktne, i zato su se mnogi autori bavili takvim

koneksijama u pomenutim mnogostrukostima. Dakle, koneksija
1
∇ koja ima tenzor torzije

oblika
1
T (X,Y ) = π(Y )ϕX − π(X)ϕY,

naziva se qetvrt-simetriqna koneksija [46], gde je π proizvoǉna 1-forma sa pridru�enim
vektorom P , tj. π(X) = g(X,P ), a ϕ je proizvoǉan (1,1)-tenzor pridru�en (0,2)-tenzoru Φ, tj.

Φ(X,Y ) = g(ϕX, Y ). Ako je ϕX = X, tada je koneksija
1
∇ polu-simetriqna. Postoje razliqite

varijante qetvrt-simetriqne koneksije, a mi �emo je prouqavati u generalisanoj Rimanovoj
mnogostrukosti (M, G = g + F ), i to onu qiji tenzor torzije sadr�i strukturni tenzor A
koji je pridru�en anti-simetriqnom tenzoru F . Ubrzo nakon definisaǌa qetvrt-simetriqne
koneksije, ovakav tip je prouqavan u radovima [75,133,135].

Najpre �emo prouqavati qetvrt-simetriqnu metriqku koneksiju u generalisanim Ri-
manovim mnogostrukostima, odredi�emo polazne rezultate, koje �emo zatim primeniti na
Kelerove i ko-Kelerove mnogostrukosti. U Kelerovoj mnogostrukosti �emo konstruisati
relacije za Vejlov projektivni tenzor krivine i holomorfno projektivni tenzor krivine, a
u ko-Kelerovoj mnogostrukosti �emo prona�i tenzore koji se poklapaju sa Vejlovim proje-
ktivnim tenzorom krivine. Nakon toga �emo definisati novu qetvrt-simetriqnu nemetriqku
koneksiju u generalisanim Rimanovim mnogostrukostima i prouqavati neke ǌene osobine.
Rezultati koje �emo predstaviti u ovoj glavi su publikovani u radovima [63,67,142,143].

3.1 Qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija u generalisanim
Rimanovim mnogostrukostima

Linearnu koneksiju
1
∇ koja quva osnovni tenzor G, tj. koneksiju za koju va�i

1
∇G = 0,

�emo nazivati metriqka A-koneksija, jer na osnovu Teoreme 1.9.2, ovakva koneksija quva i
simetriqni deo g i strukturni tenzor A, tj. va�i

1
∇G = 0 ⇔

1
∇g =

1
∇F = 0 ⇔

1
∇g =

1
∇A = 0. (3.1.1)

Ovde �emo posmatrati koneksiju
1
∇ u generalisanoj Rimanovoj mnogostrukosti (M, G =

g + F ) koja quva osnovni tenzor G sa tenzorom torzije

1
T (X,Y ) = π(Y )AX − π(X)AY, (3.1.2)
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3.1. Qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija u generalisanim Rimanovim mnogostrukostima

gde je π 1-forma pridru�ena vektorskom poǉu P , tj. π(X) = g(X,P ) i A je (1,1)-tenzor
pridru�en anti-simetriqnom delu F osnovnog tenzora G, tj. F (X,Y ) = g(AX,Y ). Ovakva
koneksija se zove qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija. Poxto strukturni (1,1)-tenzor
A ve� postoji u generalisanim Rimanovim mnogostrukostima, ka�emo da je π generator ove
koneksije. Na osnovu jednaqine (3.1.2) se dobija oblik (0,3)-tenzora torzije

1
T (X,Y, Z) = π(Y )F (X,Z)− π(X)F (Y,Z). (3.1.3)

Na osnovu Teoreme 1.9.2 vidimo da je linearna koneksija
1
∇ koja quva osnovni ten-

zor G potpuno odre�ena svojim tenzorom torzije
1
T i Levi-Qivita koneksijom

g

∇ simet-
riqne metrike g. Shodno tome, dajemo naredno tvr�eǌe za qetvrt-simetriqnu metriqku
A-koneksiju qiji je tenzor torzije dat jednaqinom (3.1.2), tj. (3.1.3).

Posledica 3.1.1 Neka je (M, G) generalisana Rimanova mnogostrukost i
g

∇ Levi-Qivita ko-

neksija. Qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija
1
∇, sa tenzorom torzije (3.1.2), je odre�ena

jednaqinom
1
∇XY =

g

∇XY − π(X)AY. (3.1.4)

Za kovarijantni izvod kovektora π, u odnosu na qetvrt-simetriqnu metriqku A-koneksiju
(3.1.4), va�i slede�a jednaqina

(
1
∇Xπ)(Y ) = (

g

∇Xπ)(Y ) + π(X)π(AY ). (3.1.5)

Za kovarijantni izvod strukturnog tenzora A imamo (
1
∇XA)Y = (

g

∇XA)Y i na osnovu qiǌe-

nice da qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija
1
∇ quva tenzor A, tj. na osnovu jednaqine

(3.1.1), sledi da va�i
1
∇A =

g

∇A = 0. (3.1.6)

Teorema 3.1.1 U generalisanoj Rimanovoj mnogostrukosti (M, G,
1
∇) sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom A-koneksijom (3.1.4), strukturni tenzor A, koji je pridru�en anti-simetriqnom
tenzoru F , je paralelan u odnosu na Levi-Qivita koneksiju.

Primenom postupka iz Sekcije 2.1 za tenzor krivine
1
R, mo�emo se uveriti da tenzor

krivine
1
R qetvrt-simetriqne metriqke A-koneksije i Rimanov tenzor krivine

g

R zadovoǉa-
vaju slede�u relaciju

1
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − ((
g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X))AZ. (3.1.7)

Direktno na osnovu prethodne jednaqine, mo�emo doneti slede�i zakǉuqak.

Teorema 3.1.2 Tenzor krivine qetvrt-simetriqne metriqke A-koneksije (3.1.4) je jednak Ri-
manovom tenzoru krivine Levi-Qivita koneksije ako i samo ako je kovektor π zatvoren.

Posledica 3.1.2 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-sime-

triqnom metriqkom A-koneksijom
1
∇, datom sa (3.1.4), i neka je

g

∇ Levi-Qivita koneksija.

Rimanov tenzor krivine
g

R je invarijantan pri transformaciji koneksija
g

∇ →
1
∇ ako i samo

ako je kovektor π zatvoren.
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Glava 3. Qetvrt-simetriqne koneksije

Napomena 3.1.1 S obzirom na to da su Kelerove i para-Kelerove mnogostrukosti primeri ge-
neralisane Rimanove mnogostrukosti, Teorema 3.1.2 predstavǉa uopxteǌe Posledice 2.1. iz
rada [75] i Teoreme 6. iz rada [98].

Simetriqna koneksija
0
∇ i dualna koneksija

2
∇ qetvrt-simetriqne metriqke A-koneksije

(3.1.4), primenom jednaqina (1.5.1) i (1.5.2), dobijaju slede�i oblik

0
∇XY =

g

∇XY − 1

2
π(X)AY − 1

2
π(Y )AX, (3.1.8)

2
∇XY =

g

∇XY − π(Y )AX. (3.1.9)

Lako se pokazuje da koneksije
0
∇ i

2
∇, date prethodnim jednaqinama, nisu metriqke, pri

qemu zadovoǉavaju slede�e relacije

(
0
∇Xg)(Y, Z) =

1

2
π(Y )F (X,Z) +

1

2
π(Z)F (X,Y ),

(
0
∇XF )(Y, Z) = −1

2
π(Y )g(AX,AZ) +

1

2
π(Z)g(AX,AY ),

(
2
∇Xg)(Y, Z) = π(Y )F (X,Z) + π(Z)F (X,Y ),

(
2
∇XF )(Y, Z) = −π(Y )g(AX,AZ) + π(Z)g(AX,AY ).

Relacije izme�u tenzora krivine
θ
R, θ = 0, 2, ..., 5, i Rimanovog tenzora krivine

g

R su date
u narednoj teoremi.

Teorema 3.1.3 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-simetri-

qnom metriqkom A-koneksijom (3.1.4). Tenzori krivine
θ
R, θ = 0, 2, ..., 5 i Rimanov tenzor kri-

vine
g

R zadovoǉavaju slede�e relacije

0
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − 1

2
(
0
D(X,Y )−

0
D(Y,X))AZ − 1

2
(
0
D(X,Z)AY −

0
D(Y,Z)AX)

− 1

4
π(Z)(π(Y )A2X − π(X)A2Y ),

(3.1.10)

2
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z −
2
D(X,Z)AY +

2
D(Y, Z)AX, (3.1.11)

3
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z −
2
D(X,Y )AZ +

3
D(Y, Z)AX, (3.1.12)

4
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z −
3
D(X,Y )AZ +

3
D(Y, Z)AX − π(Z)(π(Y )A2X − π(X)A2Y ), (3.1.13)

5
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − 1

2
(
2
D(X,Y )−

3
D(Y,X))AZ − 1

2
(
3
D(X,Z)AY −

2
D(Y,Z)AX)

+
1

2
π(Y )(π(X)A2Z − π(Z)A2X),

(3.1.14)

pri qemu su
0
D,

2
D i

3
D tenzori tipa (0,2) dati jednaqinama

0
D(X,Y ) = (

g

∇Xπ)(Y ) +
1

2
π(X)π(AY ) +

1

2
π(Y )π(AX), (3.1.15)

2
D(X,Y ) = (

g

∇Xπ)(Y ) + π(Y )π(AX), (3.1.16)
3
D(X,Y ) = (

g

∇Xπ)(Y ) + π(X)π(AY ) = (
1
∇Xπ)(Y ). (3.1.17)
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3.1. Qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija u generalisanim Rimanovim mnogostrukostima

Dokaz: Za qetvrt-simetriqnu metriqku A-koneksiju (3.1.4) i tenzor torzije
1
T va�e naredne

relacije

(
1
∇X

1
T )(Y,Z) = AY (

1
∇Xπ)(Z)−AZ(

1
∇Xπ)(Y ), (3.1.18)

1
T (

1
T (X,Y ), Z) = π(Y )(π(Z)A2X − π(AX)AZ)− π(X)(π(Z)A2Y − π(AY )AZ), (3.1.19)

S
XY Z

1
T (

1
T (X,Y ), Z) = S

XY Z
π(X)(π(AY )AZ − π(AZ)AY ). (3.1.20)

Korix�eǌem relacija (1.6.2) - (1.6.6) i (3.1.5), (3.1.7), (3.1.18)-(3.1.20), nakon sre�ivaǌa,
lako dobijamo relacije (3.1.10)-(3.1.14). □

Prethodna teorema, tj. taqnije jednaqina (3.1.11), implicira naredno tvr�eǌe.

Posledica 3.1.3 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-

simetriqnom metriqkom A-koneksijom (3.1.4),
g

∇ Levi-Qivita koneksija i
2
∇ dualna koneksija

data jednaqinom (3.1.9). Rimanov tenzor krivine
g

R je invarijantan pri transformaciji ko-

neksija
g

∇ →
2
∇ ako i samo ako je

2
D(X,Z)AY =

2
D(Y, Z)AX, gde je

2
D tenzor dat jednaqinom

(3.1.16).

Jednaqina (3.1.10) tenzore krivine nulte vrste se mo�e zapisati u obliku

0
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
0
M(X,Y )Z −

0
M(Y,X)Z,

gde je (1,3)-tenzor
0
M dat jednaqinom

0
M(X,Y )Z = −1

2

0
D(X,Y )AZ − 1

2

0
D(X,Z)AY +

1

4
π(X)π(Z)A2Y, (3.1.21)

na osnovu qega mo�emo doneti slede�i zakǉuqak.

Posledica 3.1.4 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-

simetriqnom metriqkom A-koneksijom (3.1.4),
g

∇ Levi-Qivita koneksija i
0
∇ simetriqna kone-

ksija data sa (3.1.8). Rimanov tenzor krivine
g

R je invarijantan pri transformaciji koneksija
g

∇ →
0
∇ ako i samo ako je tenzor

0
M(X,Y )Z simetriqan u odnosu na X i Y , gde je

0
M dat jedna-

qinom (3.1.21).

Sada �emo navesti nekoliko identiteta za tenzor torzije
1
T .

Teorema 3.1.4 Tenzor torzije (3.1.2) qetvrt-simetriqne koneksije (3.1.4) u generalisanoj Ri-
manovoj mnogostrukosti zadovoǉava slede�e relacije

S
XY Z

1
T (X,Y, Z) = −2 S

XY Z
π(X)F (Y,Z), (3.1.22)

2 S
XY Z

π(X)F (AY,AZ) = − S
XY Z

(
1
T (AX,Y,AZ) +

1
T (X,AY,AZ)), (3.1.23)

S
XY Z

1
T (

1
T (X,Y ), Z) = S

XY Z
π(AX)

1
T (Y,Z), (3.1.24)

S
XY Z

1
T (X,Y,AZ) = 0, (3.1.25)

S
XY Z

1
T (AX,AY,Z) = 0, (3.1.26)

gde simbol S
XY Z

oznaqava cikliqno sumiraǌe po vektorima X,Y, Z.
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Dokaz: Dokaza�emo relaciju (3.1.25). Korix�eǌem jednaqina (3.1.3) i (1.9.1), dobijamo

S
XY Z

1
T (X,Y,AZ) =

1
T (X,Y,AZ) +

1
T (Y,Z,AX) +

1
T (Z,X,AY )

=π(Y )F (X,AZ)− π(X)F (Y,AZ) + π(Z)F (Y,AX)− π(Y )F (Z,AX)

+ π(X)F (Z,AY )− π(Z)F (X,AY )

=π(Y )g(AX,AZ)− π(X)g(AY,AZ) + π(Z)g(AY,AX)− π(Y )g(AZ,AX)

+ π(X)g(AZ,AY )− π(Z)g(AX,AY ) = 0.

□

Napomena 3.1.2 Svi identiteti iz prethodne teoreme va�e za bilo koju qetvrt-
simetriqnu koneksiju sa tenzorom torzije (3.1.2).

Mnogostrukost parne dimenzije sa nedegenerisanom zatvorenom 2-formom se naziva sim-
plektiqka. Na osnovu jednaqine (1.9.6) za diferencijal tenzora F i na osnovu identiteta
(3.1.25) dobijamo

dF (X,Y, Z) = − S
XY Z

1
T (X,Y,AZ) = 0, (3.1.27)

odakle vidimo da je tenzor F zatvoren i shodno tome dajemo naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.1.5 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-simetri-

qnom metriqkom A-koneksijom (3.1.4). Ako je tenzor F nedegenerisan i ako je mnogostrukost
M parne dimenzije, tada par (M, F ) predstavǉa simplektiqku mnogostrukost.

Nijenhuisov tenzor (ili torzija) tenzora A je tenzor tipa (1,2) i igra va�nu ulogu u
skoro kompleksnoj i skoro para-kompleksnoj geometriji. Ixqezavaǌe Nijenhuisovog tenzora
je ekvivalentno sa uslovom integrabilnosti skoro kompleksne strukture [79].

Za linearnu koneksiju
1
∇ koja quva tenzor A, tj.

1
∇A = 0, Nijenhuisov tenzor tenzora A

se mo�e prikazati preko tenzora torzije
1
T i samog tenzora A slede�om jednaqinom (videti

(2.18) u [55])

N(X,Y ) = −
1
T (AX,AY )−A2

1
T (X,Y ) +A

1
T (AX,Y ) +A

1
T (X,AY ).

Uzimaju�i u obzir oblik tenzora torzije (3.1.2) qetvrt-simetriqne metriqke A-koneksije
(3.1.4), lako dolazimo do narednog tvr�eǌa.

Teorema 3.1.6 Nijenhuisov tenzor je jednak nuli u generalisanoj Rimanovoj mnogostrukosti
sa qetvrt-simetriqnom metriqkom A-koneksijom (3.1.4).

3.2 Qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija u Kelerovoj
mnogostrukosti

U nastavku �emo se baviti primenom qetvrt-simetriqne metriqke A-koneksije na primere
generalisane Rimanove mnogostrukosti. Najpre �emo ovu koneksiju primeniti na skoro
Hermitske mnogostrukosti i vide�emo da ako dopuxtaju pomenutu koneksiju onda postaju
Kelerove mnogostrukosti, zbog qega �emo istra�ivaǌe usmeriti na Kelerove mnogostruko-
sti.

Osobine koje ima Rimanov tenzor krivine u Kelerovim mnogostrukostima su nam bile
povodom da iste prouqavamo i za linearno nezavisne tenzore krivine posmatrane qetvrt-
simetriqne koneksije. Me�utim, pokaza�e se da one zavise od generatora koneksije, zbog qega
su posmatrani i hibridni tenzori. Sa druge strane, odredi�emo i tenzore koji ne zavise
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od generatora π, od kojih je jedan jednak Vejlovom projektivnom tenzoru krivine. Pomo�u
ostalih mo�emo dobiti linearne kombinacije jednake holomorfno projektivnom tenzoru kri-
vine ili Vejlovom projektivnom tenzoru krivine, a jedan od ǌih se mo�e predstaviti preko
zbira posledǌa dva spomenuta tenzora.

Holomorfno projektivni tenzor krivine je invarijantan pri holomorfno projektivnom
preslikavaǌu, koje predstavǉa prirodnu generalizaciju geodezijskog preslikavaǌa, i u
Kelerovoj mnogostrukosti ima slede�i oblik [121]

g

P (X,Y )Z =
g

R(X,Y )Z +
1

n+ 2
(
g

Ric(X,Z)Y −
g

Ric(Y,Z)X)

− 1

n+ 2
(
g

Ric(X,AZ)AY −
g

Ric(Y,AZ)AX + 2
g

Ric(X,AY )AZ).

(3.2.1)

3.2.1 Skoro Hermitska mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metriqkom
A-koneksijom

Kao xto smo i spomenuli ranije, u zavisnosti od osobina tenzora A, mo�emo posmatrati
razne primere generalisane Rimanove mnogostrukosti, kao xto su skoro Hermitske, skoro
para-Hermitske, skoro kontaktne metriqke, skoro para-kontaktne metriqke itd. (videti
[55]). Najpre navodimo uobiqajenu definiciju skoro Hermitske mnogostrukosti.

Definicija 3.2.1 Skoro Hermitska mnogostrukost (M, g, A) je Rimanova mnogostrukost
(M, g), parne dimenzije n ≥ 4, snabdevena skoro kompleksnom strukturom A koja zadovoǉava
uslove

A2 = −I, g(AX,AY ) = g(X,Y ). (3.2.2)

Fundamentalna 2-forma F (tzv. Kelerova forma) se definixe jednaqinom F (X,Y ) = g(AX,Y ).
Metrika g koja zadovoǉava prethodne relacije se naziva Hermitska metrika. Na osnovu
prethodnog je jasno da skoro Hermitsku mnogostrukost (M, g, A) mo�emo posmatrati kao
generalisanu Rimanovu mnogostrukost (M, G = g + F ) koja zadovoǉava relacije (3.2.2)
(videti [55,96]).

Slede�e jednaqine tako�e va�e u skoro Hermitskoj mnogostrukosti

F (AX,Y ) = −F (X,AY ) = −g(X,Y ) i F (AX,AY ) = F (X,Y ). (3.2.3)

Iz jednaqina (1.9.1), (3.2.2), (3.2.3), zakǉuqujemo da osnovni tenzor G ima slede�e osobine
u skoro Hermitskoj mnogostrukosti

G(AX,Y ) = −G(X,AY ) = −G(Y,X) i G(AX,AY ) = G(X,Y ). (3.2.4)

Sada �emo posmatrati skoro Hermitske mnogostrukosti (M, g, A) sa qetvrt-simetriqnom
metriqkom A-koneksijom (3.1.4). Prime�ujemo odmah da ovakva koneksija quva skoro Hermit-

sku strukturu (g,A), tj. va�i
1
∇g =

1
∇A = 0, a koneksija za koju to va�i se naziva skoro

Hermitska koneksija (na primer, videti [44]), xto znaqi da qetvrt-simetriqna metriqka
A-koneksija spada u grupu skoro Hermitskih koneksija.

Teorema 3.2.1 Tenzor torzije
1
T qetvrt-simetriqne koneksije (3.1.4) u skoro Hermitskoj mno-

gostrukosti zadovoǉava slede�e jednaqine

A
1
T (AX,AY ) = A

1
T (X,Y )−

1
T (AX,Y )−

1
T (X,AY ),

1
T (X,Y, Z) =

1
T (AX,AY,Z) +

1
T (AX,Y,AZ) +

1
T (X,AY,AZ),

S
XY Z

1
T (X,Y, Z) = S

XY Z
(
1
T (AX,Y,AZ) +

1
T (X,AY,AZ)),

gde je sa S
XY Z

oznaqeno cikliqno sumiraǌe po vektorskim poǉima X,Y, Z.
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Dokaz: Ove relacije se mogu dokazati korix�eǌem osobine fundamentalne 2-forme F u
skoro Hermitskim mnogostrukostima, tj. korix�eǌem jednaqina (3.2.2) i (3.2.3). □

Skoro Hermitska mnogostrukost se naziva Kelerova ako je
g

∇A = 0. Na osnovu jednaqine
(3.1.6), vidimo da je strukturni tenzor A paralelan u odnosu na Levi-Qivita koneksiju, pa
to implicira naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.2.2 Skoro Hermitska mnogostrukost (M, g, A,
1
∇) sa qetvrt-simetriqnom metri-

qkom A-koneksijom (3.1.4) je Kelerova mnogostrukost.

U skladu sa prethodnom teoremom, slede�a razmatraǌa �e biti u Kelerovim mnogo-
strukostima. Za ove mnogostrukosti, umesto izraza ,,metriqka A-koneksija“, u radovima se
koriste izrazi ,,metriqka F -koneksija“ ili ,,metriqka ϕ-koneksija“, jer se u ǌima za (1,1)
strukturni tenzor koriste simboli F ili ϕ.

Postoji mnogo radova koji se bave qetvrt-simetriqnom metriqkom koneksijom u Kele-
rovim mnogostrukostima [75, 103, 135]. U radu [135], K. Jano i T. Imai su dokazali da je
Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metriqkom A-koneksijom ravna ako i samo

ako nestaje tenzor krivine ove koneksije, tj.
1
R = 0.

Napomena 3.2.1 U radu [133], K. Jano je posmatrao qetvrt-simetriqnu metriqku koneksiju i
dokazao slede�e (Teorema 4.2. u [133]): ,,Da bi kovarijantni izvod kompleksne strukture Her-
mitske mnogostrukosti u odnosu na qetvrt-simetriqnu metriqku koneksiju nestao, potrebno
je i dovoǉno da Hermitska mnogostrukost bude Kelerova“. U pore�eǌu sa Teoremom 3.2.2 vidimo
da se radi o drugaqijem pristupu, jer smo mi krenuli od skoro Hermitske mnogostrukosti sa
qetvrt-simetriqnom metriqkom A-koneksijom.

3.2.2 Osobine tenzora krivine koje zavise od generatora qetvrt-simetriqne
koneksije u Kelerovoj mnogostrukosti

U Kelerovim mnogostrukostima (M, g, A), Rimanov tenzor krivine
g

R i strukturni tenzor A
zadovoǉavaju slede�e osobine (na primer, videti str. 136 u [70])

g

R(X,Y )AZ = A
g

R(X,Y )Z, (3.2.5)
g

R(X,Y,AZ,AW ) =
g

R(AX,AY,Z,W ), (3.2.6)
g

R(X,AY,AZ,W ) =
g

R(AX,Y, Z,AW ), (3.2.7)
g

R(AX,AY,AZ,AW ) =
g

R(X,Y, Z,W ), (3.2.8)
g

R(X,Y, Z,AW ) = −
g

R(X,Y,AZ,W ). (3.2.9)

Motivisani ovim osobinama Rimanovog tenzora krivine, ispita�emo i osobine linearno
nezavisnih tenzora krivine qetvrt-simetriqne metriqke A-koneksije u Kelerovim mnogo-
strukostima. Vide�emo da neke od ǌih zavise od generatora pomenute koneksije, pa �emo u
tu svrhu uvesti pojam hibridnog tenzora.

Ako je (0,2)-tenzor B hibridan, tada va�i (videti [80] ili str. 31 u [126])

B(AX,Y ) = −B(X,AY ).

Odavde sledi da za hibridne tenzore u Kelerovim mnogostrukostima va�i i slede�a jedna-
qina

B(AX,AY ) = B(X,Y ).

Na primer, u ovim mnogostrukostima, tenzori g i F su hibridni (str. 192 u [131]), odakle
sledi da je i osnovni tenzor G hibridan (ovo je pokazano jednaqinama (3.2.2)-(3.2.4)).
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Tako�e, u Kelerovim mnogostrukostima je hibridan i Riqijev tenzor
g

Ric (str. 68 u [131]),
tj. zadovoǉena je relacija

g

Ric(X,AY ) = −
g

Ric(AX,Y ). (3.2.10)

U narednoj teoremi navodimo rezultate koji se koriste pri ispitivaǌu osobina tenzora
krivine.

Teorema 3.2.3 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metri-

qkom A-koneksijom.

(1) Ako je
g

∇π hibridan tenzor, onda je tako�e i
1
D hibridan, tj. va�i

1
D(AX,Y ) = −

1
D(X,AY ),

1
D(AX,AY ) =

1
D(X,Y ), (3.2.11)

gde je tenzor
1
D dat jednaqinom

1
D(X,Y ) = (

g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X) = dπ(X,Y ). (3.2.12)

(2) Ako su
g

∇π i π ⊗ π hibridni tenzori, tada su i
θ
D hibridni, θ = 0, 2, 3, tj. va�i

θ
D(AX,Y ) = −

θ
D(X,AY ),

θ
D(AX,AY ) =

θ
D(X,Y ), θ = 0, 2, 3, (3.2.13)

gde su (0,2)-tenzori
θ
D dati jednaqinama (3.1.15), (3.1.16), (3.1.17).

Dokaz: Dokaza�emo jednaqine (3.2.13) za θ = 2. Na osnovu (3.1.16), za Kelerovu mnogostru-
kost, imamo

2
D(AX,Y ) +

2
D(X,AY ) = (

g

∇AXπ)(Y ) + (
g

∇Xπ)(AY ) + π(AX)π(AY )− π(X)π(Y ). (3.2.14)

Ako su tenzori
g

∇π i π ⊗ π hibridni, tada va�i

(
g

∇AXπ)(Y ) = −(
g

∇Xπ)(AY ), π(AX)π(Y ) = −π(X)π(AY ) (3.2.15)

i

(
g

∇AXπ)(AY ) = (
g

∇Xπ)(Y ), π(AX)π(AY ) = π(X)π(Y ). (3.2.16)

Primenom jednaqina (3.2.15) i (3.2.16) u (3.2.14), dobijamo

2
D(AX,Y ) +

2
D(X,AY ) = 0.

Ako u prethodnom izrazu zamenimo vektor X sa AX i koristimo A2 = −I, tada dobijamo
drugu jednaqinu u (3.2.13). □

Sada �emo ispitati osobine tenzora krivine koje zavise od generatora qetvrt-

simetriqne koneksije (3.1.4), taqnije od tenzora
g

∇π i π ⊗ π. Osobine tenzora krivine prve
vrste se izdvajaju od ostalih, pa zato navodimo prvo osobine tenzora krivine prve vrste.

Teorema 3.2.4 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metri-

qkom A-koneksijom (3.1.4).
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(1) Ako je
g

∇π hibridan tenzor, tada tenzor krivine prve vrste i strukturni tenzor A zado-
voǉavaju slede�e relacije

1
R(X,Y,AZ,AW ) =

1
R(AX,AY,Z,W ),

1
R(X,AY,AZ,W ) =

1
R(AX,Y, Z,AW ),

1
R(AX,AY,AZ,AW ) =

1
R(X,Y, Z,W ).

(2) Tenzor krivine prve vrste i strukturni tenzor A zadovoǉavaju slede�e relacije

1
R(X,Y )AZ = A

1
R(X,Y )Z,

1
R(X,Y, Z,AW ) = −

1
R(X,Y,AZ,W ).

Dokaz: Na osnovu jednaqine (3.1.7), odre�ujemo (0,4)-tenzor krivine prve vrste

1
R(X,Y, Z,W ) =

g

R(X,Y, Z,W )−
1
D(X,Y )F (Z,W ),

gde je
1
D tenzor dat jednaqinom (3.2.12). Odavde, imamo

1
R(X,Y,AZ,AW ) =

g

R(X,Y,AZ,AW )−
1
D(X,Y )F (AZ,AW )

=
g

R(X,Y,AZ,AW )−
1
D(X,Y )F (Z,W ),

pri qemu smo koristili jednaqinu (3.2.3). Sa druge strane, imamo

1
R(AX,AY,Z,W ) =

g

R(AX,AY,Z,W )−
1
D(AX,AY )F (Z,W ).

Nakon oduzimaǌa prethodne dve jednaqine i korix�eǌem osobine Rimanovog tenzora kri-

vine
g

R, tj. jednaqine (3.2.6), dobijamo

1
R(X,Y,AZ,AW )−

1
R(AX,AY,Z,W ) = (

1
D(AX,AY )−

1
D(X,Y ))F (Z,W ).

Ako je
g

∇π hibridan tenzor, na osnovu jednqine (3.2.11), vidimo da va�i

1
R(X,Y,AZ,AW ) =

1
R(AX,AY,Z,W ).

Sliqno se dokazuju i ostale relacije, pri qemu se relacije pod (2) mogu dokazati i

preko uslova integrabilnosti jednaqine
1
∇A = 0, tj. primenom odgovaraju�eg Riqijevog

identiteta. □
Za ostale linearno nezavisne tenzore krivine, va�i naredna teorema, koja se mo�e

dokazati sliqno prethodnom, uz korix�eǌe jednaqine (3.2.13) i osobina Rimanovog tenzora
krivine u Kelerovim mnogostrukostima, tj. jednaqina (3.2.6)-(3.2.8).

Teorema 3.2.5 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metri-

qkom A-koneksijom (3.1.4). Ako su
g

∇π i π ⊗ π hibridni tenzori, tada (0,4)-tenzori krivine
θ
R,

θ = 0, 2, . . . , 5, i strukturni tenzor A zadovoǉavaju slede�e relacije

θ
R(X,Y,AZ,AW ) =

θ
R(AX,AY,Z,W ),

θ
R(X,AY,AZ,W ) =

θ
R(AX,Y, Z,AW ),

θ
R(AX,AY,AZ,AW ) =

θ
R(X,Y, Z,W ).
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3.2.3 Tenzori koji ne zavise od generatora qetvrt-simetriqne koneksije u
Kelerovoj mnogostrukosti

Za razliku od prethodne sekcije, ovde �emo eliminisati generator qetvrt-simetriqne ko-
neksije (3.1.4) iz jednaqina svih linearno nezavisnih tenzora krivine i na taj naqin �emo
konstruisati tenzore koji ne zavise od izbora generatora ove koneksije i vide�emo sa kojim
poznatim tenzorima su jednaki.

Teorema 3.2.6 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metri-

qkom A-koneksijom (3.1.4). Tenzori

1
V (X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z +

1
Ric(Y,AX)AZ, (3.2.17)

2
V (X,Y )Z =

2
R(X,Y )Z +

2
Ric(AX,Z)AY −

2
Ric(AY,Z)AX, (3.2.18)

3
V (X,Y )Z =

3
R(X,Y )Z +

3
Ric(Y,AX)AZ +

3
′R(AZ, Y )AX, (3.2.19)

4
V (X,Y )Z =

4
R(X,Y )Z −

4
′R(AY,X)AZ +

4
′R(AZ, Y )AX

− 1

n− 1
(
4
Ric(Y,Z)X −

4
Ric(X,Z)Y −

4
′R(AY,AZ)X +

4
′R(AX,AZ)Y ),

(3.2.20)

5
V (X,Y )Z =

5
R(X,Y )Z +

1

n− 1
(
5
Ric(X,Y )Z −

5
Ric(Y, Z)X)

− 1

2(n− 1)
(
1
Ric(X,Y )Z −

1
Ric(Y, Z)X +

3
′R(AY,AX)Z −

3
′R(AZ,AY )X)

+
1

2
(
1
Ric(Y,AX)AZ −

3
Ric(Z,AY )AX −

3
′R(AZ,X)AY ),

(3.2.21)

0
V (X,Y )Z =

0
R(X,Y )Z +

1

n− 1
(
0
Ric(X,Y )Z −

0
Ric(Y, Z)X)

− 1

2(n− 1)
(
1
Ric(X,Z)Y −

1
Ric(Y, Z)X)− 1

4
(
3
′R(AZ,X)AY −

3
′R(AZ, Y )AX)

− 1

4(n− 1)
(
3
Ric(Z,X)Y −

3
Ric(Z, Y )X +

3
′R(AZ,AX)Y −

3
′R(AZ,AY )X)

+
1

4
(2

1
Ric(Y,AX)AZ +

3
Ric(Z,AX)AY −

3
Ric(Z,AY )AX),

(3.2.22)

ne zavise od generatora π i zadovoǉavaju slede�e identitete

1
V (X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
g

Ric(Y,AX)AZ, (3.2.23)
2
V (X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
g

Ric(AX,Z)AY −
g

Ric(AY,Z)AX, (3.2.24)
3
V (X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
g

Ric(Y,AX)AZ, (3.2.25)
4
V (X,Y )Z =

g

W (X,Y )Z, (3.2.26)
5
V (X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2(n− 1)
(
g

Ric(X,Y )Z −
g

Ric(Y,Z)X)

+
1

2
(
g

Ric(AX,Y )AZ −
g

Ric(AY,Z)AX),

(3.2.27)

0
V (X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

4(n− 1)
(
g

Ric(X,Z)Y −
g

Ric(Y,Z)X)

+
1

4
(2

g

Ric(AX,Y )AZ +
g

Ric(AX,Z)AY −
g

Ric(AY,Z)AX).

(3.2.28)
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Dokaz: Jednaqina tenzora krivine qetvrte vrste
4
R u Kelerovoj mnogostrukosti sa qetvrt-

simetriqnom koneksijom (3.1.4) ima oblik

4
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z −
3
D(X,Y )AZ +

3
D(Y, Z)AX + π(Z)(π(Y )X − π(X)Y ), (3.2.29)

gde je tenzor
3
D dat jednaqinom (3.1.17). Ako prethodni tenzor krivine kontrahujemo po

vektoru X, tada dobijamo relaciju izme�u Riqijevog tenzora qetvrte vrste i Riqijevog
tenzora metrike g

4
Ric(Y, Z) =

g

Ric(Y, Z)−
3
D(AZ, Y ) + (n− 1)π(Y )π(Z), (3.2.30)

gde smo uzeli u obzir da je tenzor A bez traga. Sa druge strane, kontrakcijom jednaqine
(3.2.29) po vektoru Z, imamo

4
′R(X,Y ) =

3
D(Y,AX), (3.2.31)

odakle dobijamo
3
D(Y,X) = −

4
′R(AX,Y ), (3.2.32)

gde je
4
′R(X,Y ) = trace{Z →

4
R(X,Y )Z}. Iz (3.2.30) i (3.2.32), odre�ujemo

π(Y )π(Z) =
1

n− 1
(
4
Ric(Y,Z)−

g

Ric(Y,Z)−
4
′R(AY,AZ)). (3.2.33)

Zamenom jednaqina (3.2.32) i (3.2.33) u (3.2.29), posle sre�ivaǌa, dobijamo

4
R(X,Y )Z −

4
′R(AY,X)AZ +

4
′R(AZ, Y )AX

− 1

n− 1
(
4
Ric(Y,Z)X −

4
Ric(X,Z)Y −

4
′R(AY,AZ)X +

4
′R(AX,AZ)Y )

=
g

R(X,Y )Z +
1

n− 1
(
g

Ric(X,Z)Y −
g

Ric(Y,Z)X) =
g

W (X,Y )Z,

gde smo sa leve strane dobili tenzor
4
V , a sa desne strane jednakosti je Vejlov projektivni

tenzor koji zavisi samo od Levi-Qivita koneksije i ovim smo zavrxili dokaz za tenzor
4
V . Sliqno se dokazuje i za ostale tenzore, pri qemu se za

0
V i

5
V koriste rezultati koji

su dobijeni pri odre�ivaǌu tenzora
1
V i

3
V , a za ceo postupak dokaza mo�e se pogledati

rad [143]. □
Na osnovu prethodnih relacija imamo slede�e posledice.

Posledica 3.2.1 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom me-

triqkom A-koneksijom (3.1.4). Posmatrana mnogostrukost je projektivno ravna ako i samo

ako ixqezava tenzor
4
V , dat jednaqinom (3.2.20).

Posledica 3.2.2 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom me-

triqkom A-koneksijom (3.1.4). Ako Riqijev tenzor
4
Ric i tenzor

4
′R ixqezavaju, tada je tenzor

krivine qetvrte vrste jednak Vejlovom projektivnom tenzoru krivine, tj.
4
R =

g

W .

Na osnovu relacija (3.2.17) i (3.2.23), odnosno (3.2.18) i (3.2.24) zakǉuqujemo da va�e
naredna tvr�eǌa.
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Teorema 3.2.7 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metri-

qkom A-koneksijom (3.1.4). Tenzor
g

V
1
(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
g

Ric(Y,AX)AZ

je invarijantan pri transformaciji koneksija
g

∇ →
1
∇.

Teorema 3.2.8 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metri-

qkom A-koneksijom (3.1.4). Tenzor
g

V
2
(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
g

Ric(AX,Z)AY −
g

Ric(AY,Z)AX

je invarijantan pri transformaciji koneksija
g

∇ →
2
∇.

3.2.4 Neki identiteti dobijeni na osnovu novodobijenih
θ

V tenzora

Na osnovu prethodnih rezultata vidimo da je jedino tenzor
4
V jednak ve� poznatom Vejlovom

projektivnom tenzoru krivine. Kombinacijom ostalih tenzora
θ
V , θ = 0, 1, 2, 3, 5, odredi�emo

neke identite za Vejlov projektivni tenzor krivine i holomorfno projektivni tenzor kri-
vine, na osnovu kojih mo�emo da predstavimo i ǌihovu linearnu zavisnost. Najpre �emo

predstaviti Vejlov projektivni tenzor krivine kao linearnu kombinaciju tenzora
θ
V .

Teorema 3.2.9 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metri-

qkom A-koneksijom (3.1.4). Tada va�e slede�i identiteti

4
0
V (X,Y )Z − 2

1
V (X,Y )Z −

2
V (X,Y )Z =

g

W (X,Y )Z,

2
5
V (X,Y )Z −

1
V (X,Y )Z +

1
V (Y, Z)X =

g

W (X,Z)Y,

gde su
θ
V , θ = 0, 1, 2, 5, tenzori dati jednaqinama (3.2.22), (3.2.17), (3.2.18), (3.2.21), redom, a

g

W
je Vejlov projektivni tenzor krivine.

Dokaz: Pomo�u jednaqina (3.2.23) i (3.2.27), dolazimo do slede�e relacije

2
5
V (X,Y )Z −

1
V (X,Y )Z +

1
V (Y,Z)X =

g

R(X,Y )Z +
g

R(Y, Z)X +
1

n− 1
(
g

Ric(X,Y )Z −
g

Ric(Y,Z)X).

Korix�eǌem prvog Bjankijevog identiteta i osobine anti-simetriqnosti Rimanovog ten-

zora krivine
g

R, dobijamo

2
5
V (X,Y )Z −

1
V (X,Y )Z +

1
V (Y, Z)X =

g

R(X,Z)Y +
1

n− 1
(
g

Ric(X,Y )Z −
g

Ric(Z, Y )X)

=
g

W (X,Z)Y.

□

Ako uzmemo u obzir hibridnost Riqijevog tenzora
g

Ric u Kelerovoj mnogostrukosti, tj.
jednaqinu (3.2.10), tada iz (3.2.28), dobijamo

0
V (X,Y )Z =

n+ 2

4

g

P (X,Y )Z − n− 2

4

g

W (X,Y )Z, (3.2.34)

gde je
g

P holomorfno projektivni tenzor krivine (3.2.1). Prethodna jednaqina direktno
implicira naredno tvr�eǌe.
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Teorema 3.2.10 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom metri-

qkom A-koneksijom (3.1.4). Ako tenzor
0
V , dat jednaqinom (3.2.22), nestaje, tada va�i relacija

g

P =
n− 2

n+ 2

g

W.

Iz jednaqina (3.2.23) i (3.2.24), dobijamo identitet

2
1
V (X,Y )Z +

2
V (X,Y )Z = (n+ 2)

g

P (X,Y )Z − (n− 1)
g

W (X,Y )Z.

Korix�eǌem jednaqina (3.2.26) i (3.2.34) i Teoreme 3.2.9, holomorfno projektivni ten-

zor krivine mo�emo predstaviti kao linearnu kombinaciju tenzora
θ
V , θ = 0, 1, . . . , 5.

Posledica 3.2.3 Neka je (M, g, A,
1
∇) Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom me-

triqkom A-koneksijom (3.1.4). Tada va�e slede�e relacije

g

P (X,Y )Z =
4

n+ 2

0
V (X,Y )Z +

n− 2

n+ 2

4
V (X,Y )Z,

g

P (X,Y )Z =
4(n− 1)

n+ 2

0
V (X,Y )Z − 2(n− 2)

n+ 2

1
V (X,Y )Z − n− 2

n+ 2

2
V (X,Y )Z,

g

P (X,Y )Z =
4

n+ 2

0
V (X,Y )Z +

n− 2

n+ 2
(2

5
V (X,Z)Y −

1
V (X,Z)Y +

1
V (Z, Y )X).

Napomena 3.2.2 M. Prvanovi� je u radu [97] za Kelerove mnogostrukosti odredila drugi holo-
morfno projektivni tenzor krivine (jednaqinom (22) u tom radu), pa se na isti naqin i za
ǌega mogu odrediti prethodni identiteti.

3.3 Qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija u ko-Kelerovoj
mnogostrukosti

Ovde �emo ispitati primenu qetvrt-simetriqne metriqke A-koneksije na skoro kontaktne
metriqke mnogostrukosti. Dokaza�emo da prethodno pomenuta mnogostrukost sa qetvrt-
simetriqnom metriqkom A-koneksijom postaje ko-Kelerova (tj. kosimplektiqka).

Odmah na poqetku napomiǌemo da u literaturi postoji razlika u korix�eǌu termina
,,kosimplektiqke mnogostrukosti“. Naime, prvu definiciju za kosimplektiqke mnogostru-
kosti je dao P. Liberman [61], za skoro kontaktne metriqke mnogostrukosti sa zatvorenom
2-formom i zatvorenom 1-formom (na primer, ovakva definicija se koristi u radovima
[13, 57, 59]). Za mnogostrukosti sa ovim osobinama D. Bler koristi naziv skoro kosimplek-
tiqke, a ako je pritom zadovoǉen i uslov normalnosti, onda za takvu mnogostrukost koristi
naziv kosimplektiqka. 2008. godine je dokazano da Blerove kosimplektiqke mnogostrukosti
predstavǉaju analogije Kelerovim mnogostrukostima u neparnoj dimenziji i upotrebǉen je
naziv ko-Kelerove mnogostrukosti [59]. Nakon toga je poqeo da se koristi i naziv skoro ko-
Kelerove mnogostrukosti umesto Blerove skoro kosimplektiqke. Sa uva�avaǌem Blerove
terminologije, koja je u xirokoj upotrebi, ovde �emo koristiti nazive skoro ko-Kelerove
i ko-Kelerove mnogostrukosti.

U dostupnoj literaturi nije prouqavana qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija (3.1.4)
u ko-Kelerovoj mnogostrukosti. Jedan od razloga je xto se u ovim mnogostrukostima pok-
lapaju tenzori krivine qetvrt-simetriqne metriqke koneksije (3.1.4) i Levi-Qivita kone-
ksije, pa su i sve ostale geometrijske strukture koje se formiraju preko Rimanovog ten-
zora krivine invarijantne pri ovakvoj transformaciji koneksija. Alternativa je bila da
se prouqavaju mnogostrukosti sa slabijim uslovom, xto je ura�eno u [138]. U tom radu
su prouqavane α-kosimplektiqke mnogostrukosti sa qetvrt-simetriqnom metriqkom kone-
ksijom (3.1.4). Ako je α = 0 imamo ko-Kelerove mnogostrukosti, a za α ∈ R \ {0} imamo
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α-Kenmocuove mnogostrukosti. Tako�e, ako je karakteristiqan vektor ξ projektivan, tada
α-kosimplektiqka mnogostrukost postaje ko-Kelerova [137].

U radu [67] smo korix�eǌem linearno nezavisnih tenzora krivine posmatrali qetvrt-
simetriqnu metriqku A-koneksiju u ko-Kelerovoj mnogostrukosti i dokazali smo da su tri
od ǌih razliqiti od Rimanovog tenzora krivine Levi-Qivita koneksije, i xtavixe, uvek
su razliqiti od nule, qime smo opravdali ovakav pristup. Zatim smo, korix�eǌem ta tri
tenzora krivine, konstruisali tenzore koincidente Vejlovom projektivnom tenzoru krivine
u ko-Kelerovoj mnogostrukosti i na taj naqin smo odredili uslove da pomenuta mnogostru-
kost bude projektivno ravna. Motivisani qiǌenicom da odgovaraju�i Riqijevi tenzori za
pomenuta tri tenzora krivine tako�e ne mogu biti jednaki nuli, zadali smo im slabije
uslove i tako definisali specijalne ko-Kelerove mnogostrukosti sa qetvrt-simetriqnom
metriqkom A-koneksijom, za koje �emo pokazati da se poklapaju sa η-Ajnxtajnovim mnogo-
strukostima.

3.3.1 Skoro kontaktna metriqka mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom
metriqkom A-koneksijom

Skoro kontaktna metriqka mnogostrukost (M, g, A, η, ξ) je n-dimenzionalna diferencija-
bilna mnogostrukost M (gde je n = 2k + 1 ≥ 3, k ∈ N) snabdevena skoro kontaktnom stru-
kturom A i karakteristiqnim vektorom ξ, dualnim sa η u odnosu na metriku g, η(ξ) = 1,
η(X) = g(X, ξ), sa slede�im uslovima

A2 = −I + η ⊗ ξ, Aξ = 0, η ◦A = 0 (3.3.1)

i
g(AX,AY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y ). (3.3.2)

Za simetriqnu metriku g koja zadovoǉava prethodni uslov se ka�e da je kompatibilna sa
skoro kontaktnom strukturom. Fundamentalna 2-forma F , definisana jednaqinom (1.9.1), je
degenerisana i ranga 2k, tj. va�i F (X, ξ) = 0. Sa taqke gledixta iz generalisane Rimanove
mnogostrukosti, jasno je da skoro kontaktna mnogostrukost predstavǉa primer generalisane
Rimanove mnogostrukosti (M, G = g+F ) snabdevene karakeristiqnim vektorom ξ i ǌegovim
dualnim kovektorom η, tako da g i A zadovoǉavaju prethodne relacije, pri qemu je F (X,Y ) =
g(AX,Y ).

Korix�eǌem (3.3.1) i (3.3.2), jednostavno se mo�e pokazati da osnovni tenzor G i fun-
damentalna 2-forma F zadovoǉavaju slede�e relacije sa skoro kontaktnom strukturom

G(X, ξ) = η(X), G(ξ, ξ) = 1,

F (AX,Y ) = −F (X,AY ), F (AX,AY ) = F (X,Y ),

G(AX,Y ) = −G(X,AY ), G(AX,AY ) = G(X,Y )− η(X)η(Y ).

Skoro kontaktna metriqka mnogostrukost je normalna ako je odgovaraju�a kompleksna
struktura na M × R integrabilna, xto je ekvivalentno uslovu Nac = N + dη ⊗ ξ = 0, gde
N oznaqava Nijenhuisov tenzor strukturnog tenzora A, dok simbol d oznaqava spoǉaxni
diferencijal. Za skoro kontaktnu metriqku mnogostrukost se ka�e da je skoro ko-Kelerova
(tj. skoro kosimplektiqka) ako su zatvorene 2-forma F i 1-forma η, tj. ako va�i dF = 0 i
dη = 0 [48]. Ako je skoro ko-Kelerova mnogostrukost normalna, tada se naziva ko-Kelerova
(ili kosimplektiqka) mnogostrukost [48, 59]. Dokazano je da skoro kontaktna metriqka

mnogostrukost postaje ko-Kelerova ako i samo ako je
g

∇A = 0 (npr. videti str. 95 u [8]).
Zbog terminologije u skoro kontaktnim metriqkim mnogostukostima, u ovom delu rada

�emo umesto kovektora π koristiti kovektor η i umesto vektora P vektor ξ, odnosno prouqa-

va�emo qetvrt-simetriqnu metriqku A-koneksiju
1
∇ koja ima tenzor torzije oblika

1
T (X,Y ) = η(Y )AX − η(X)AY.
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i takva koneksija se u ovom sluqaju zapisuje u obliku

1
∇XY =

g

∇XY − η(X)AY (3.3.3)

pri qemu va�e jednaqine (3.1.1) i (3.1.6). Simetriqna koneksija
0
∇ i dualna koneksija

2
∇

qetvrt-simetriqne metriqke A-koneksije (3.3.3) imaju slede�e oblike

0
∇XY =

g

∇XY − 1

2
η(X)AY − 1

2
η(Y )AX, (3.3.4)

2
∇XY =

g

∇XY − η(Y )AX. (3.3.5)

U radu [55] je dokazano da za metriqku A-koneksiju, tj. za koneksiju
1
∇ koja quva osnovni

tenzor G, na skoro kontaktnim metriqkim mnogostukostima va�i
1
∇η =

1
∇ξ = 0, pa se za takvu

koneksiju mo�e koristiti i naziv metriqka (ξ, A)-koneksija. Uzimaju�i u obzir i jednaqinu

(3.1.1), sledi da je tenzor torzije
1
T u ovim mnogostukostima paralelan u odnosu na koneksiju

1
∇, tj.

1
∇

1
T = 0. U radu [112], su prouqavane osobine tenzora torzije

1
T koneksije (3.3.3) u

pomenutim mnogostrukostima.
Na osnovu jednaqine (3.1.6), vidimo da je strukturni tenzor A paralelan u odnosu na

Levi-Qivita koneksiju, xto implicira naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.3.1 Skoro kontaktna metriqka mnogostrukost (M, g, A, η, ξ,
1
∇) sa qetvrt-sime-

triqnom metriqkom A-koneksijom (3.3.3) je ko-Kelerova (kosimplektiqka) mnogostrukost.

U skladu sa prethodnom teoremom, u nastavku �emo se baviti ko-Kelerovim mnogostru-

kostima (M, g, A, η, ξ,
1
∇) sa qetvrt-simetriqnom metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3).

3.3.2 Osobine tenzora krivine qetvrt-simetriqne koneksije u ko-Kelerovoj
mnogostrukosti

U ko-Kelerovoj mnogostrukosti kovektor η i vektor ξ su paralelni u odnosu na Levi-Qivita

koneksiju [48], tj. va�i
g

∇η =
g

∇ξ = 0. Na osnovu toga, mogu se dokazati neke od slede�ih

osobina koje ima Rimanov tenzor krivine
g

R u ko-Kelerovoj mnogostrukosti [42,83]

g

R(X,Y )AZ = A
g

R(X,Y )Z,
g

R(AX,AY )Z =
g

R(X,Y )Z, (3.3.6)

η(
g

R(X,Y )Z) = 0,
g

R(X,Y )ξ =
g

R(X, ξ)Z = 0, (3.3.7)
g

Ric(AX,AY ) =
g

Ric(X,Y ),
g

Ric(X, ξ) = 0,
g

Qξ = 0. (3.3.8)

Pored toga, Riqijev operator
g

Q komutira sa strukturnim tenzorom A, tj. zadovoǉava je-

dnaqinu A
g

Q =
g

QA [42]. U nastavku �emo prouqavati osobine linearno nezavisnih tenzora

krivine
θ
R, θ = 0, 1, . . . , 5, u odnosu na qetvrt-simetriqnu metriqku (ξ, A)-koneksiju (3.3.3).

Posmatraju�i osobine ko-Kelerove mnogostrukosti (taqnije, jednaqine (3.3.1) i
g

∇η = 0),

tenzori krivine
θ
R, θ = 0, 1, . . . , 5, dati jednaqinama (3.1.7), (3.1.10)-(3.1.14), dobijaju slede�e

oblike
γ

R(X,Y )Z =
g

R(X,Y )Z, γ = 1, 2, 3, (3.3.9)
0
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

4
η(Z)(η(Y )X − η(X)Y ), (3.3.10)
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4
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z + η(Z)(η(Y )X − η(X)Y ), (3.3.11)

5
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2
η(Y )(η(Z)X − η(X)Z). (3.3.12)

Na osnovu prethodnih jednaqina vidimo da su tenzori krivine
1
R i

2
R koincidentni sa

Rimanovim tenzorom krivine
g

R, xto znaqi da se
g

R ne meǌa pri transformaciji Levi-Qivita
koneksije na qetvrt-simetriqnu metriqku (ξ, A)-koneksiju ili na ǌenu dualnu koneksiju, xto
formalno zapisujemo slede�om teoremom.

Teorema 3.3.2 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost,

g

∇ Levi-Qivita koneksija,
1
∇ qetvrt-simetriqna metriqka (ξ, A)-koneksija (3.3.3) i

2
∇ ǌena dualna koneksija (3.3.5). Ri-

manov tenzor krivine
g

R je invarijantan pri transformaciji koneksija
g

∇ →
1
∇ i

g

∇ →
2
∇.

Sa druge strane, jednaqina (3.3.10) nam pokazuje da je Rimanov tenzor krivine razliqit

od tenzora krivine simetriqne koneksije
0
∇, xto je bio povodom da vidimo xta se dexava

pri transformaciji koneksije
g

∇ →
0
∇ i u vezi sa tim dokazujemo naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.3.3 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3),
g

∇ Levi-Qivita koneksija i
0
∇ simetriqna koneksija

(3.3.4). Rimanov tenzor krivine
g

R ne mo�e biti invarijantan pri transformaciji koneksije
g

∇ →
0
∇.

Dokaz: Ako pretpostavimo da je
g

R invarijantan pri transformaciji
g

∇ →
0
∇, tada va�i

0
R =

g

R. Daǉe, na osnovu jednaqine (3.3.10), imamo da je η(Y )X − η(X)Y = 0, odakle, nakon
kontrakcije, dobijamo (n− 1)η(Y ) = 0, xto je nemogu�e. □

Jednaqine (3.3.11) i (3.3.12) impliciraju naredno tvr�eǌe, koje se mo�e dokazati na
sliqan naqin kao i prethodno.

Teorema 3.3.4 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3). Tenzori krivine
4
R i

5
R, dati jednaqinama (3.3.11) i

(3.3.12), su razliqiti od Rimanovog tenzora krivine
g

R.

Xtavixe, korix�eǌem datih jednaqina za tenzore krivine
0
R,

4
R i

5
R, kao i osobina

Rimanovog tenzora krivine
g

R, mo�emo dokazati da ova tri tenzora ne mogu biti jednaki
nuli.

Teorema 3.3.5 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3). Tenzori krivine
0
R,

4
R i

5
R, dati jednaqinama (3.3.10)–

(3.3.12), su razliqiti od nule.

Dokaz: Ako pretpostavimo da je
0
R = 0, tada na osnovu jednaqine (3.3.10), imamo da je

g

R(X,Y )Z =
1

4
η(Z)(η(X)Y − η(Y )X).

Ako iskoristimo osobinu Rimanovog tenzora krivine
g

R(X,Y )ξ = 0, tada iz prethodne jedna-
qine sledi η(X)Y − η(Y )X = 0, xto je nemogu�e. Sliqan je i dokaz za ostala dva tenzora
krivine. □
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Glava 3. Qetvrt-simetriqne koneksije

Dakle, i pored toga xto se tenzor krivine koneksije
1
∇ poklapa sa Rimanovim tenzorom

krivine Levi-Qivita koneksije
g

∇, prethodnom teoremom smo dokazali da u ko-Kelerovoj
mnogostrukosti sa qetvrt-simetriqnom metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3) uvek mo�emo pos-

matrati tri tenzora krivine koja su razliqita od Rimanovog tenzora krivine
g

∇ i uvek su
razliqita od nule.

Na osnovu jednaqina (3.3.9)–(3.3.12), vidimo da su svi tenzori krivine anti-simetriqni

po vektorima X i Y , osim
5
R. Sa druge strane, svi tenzori krivine

0
R,

1
R, . . . ,

5
R imaju osobinu

cikliqne simetriqnosti. Poxto su tenzori krivine
1
R,

2
R i

3
R jednaki sa

g

R, jasno je da

imaju iste osobine, pa u nastavku ne�emo posmatrati ta tri tenzora, ve� samo
0
R,

4
R i

5
R.

Korix�eǌem osobina koje zadovoǉava Rimanov tenzor krivine
g

R, lako se mogu dokazati
naredne relacije

η(
θ
R(X,Y )Z) = 0,

θ
R(AX,AY )Z =

g

R(X,Y )Z, θ = 0, 4, 5,

0
R(X,Y )AZ =

4
R(X,Y )AZ =

g

R(X,Y )AZ,
5
R(X,AY )Z =

g

R(X,AY )Z

i

A
0
R(X,Y )Z =

0
R(X,Y )AZ +

1

4
η(Z)

1
T (X,Y ),

A
4
R(X,Y )Z =

4
R(X,Y )AZ + η(Z)

1
T (X,Y ),

A
5
R(X,Y )Z =

5
R(X,Y )AZ +

1

2
η(Y )η(Z)AX.

Tenzori krivine
0
R,

4
R,

5
R i karakteristiqno vektorsko poǉe ξ zadovoǉavaju jednaqine

4
0
R(X,Y )ξ =

4
R(X,Y )ξ = 2

5
R(X, ξ)Y = η(Y )X − η(X)Y,

4
0
R(X, ξ)Y =

4
R(X, ξ)Y = 2

5
R(X,Y )ξ = −η(Y )A2X,

0
R(ξ, ξ)X =

4
R(ξ, ξ)X =

5
R(ξ,X)ξ = 0.

Kontrakcijom po vektoru X u jednaqinama (3.3.10)–(3.3.12), dobijamo odgovaraju�e Riqi-
jeve tenzore

0
Ric =

g

Ric+
n− 1

4
η ⊗ η, (3.3.13)

4
Ric =

g

Ric+ (n− 1)η ⊗ η, (3.3.14)
5
Ric =

g

Ric+
n− 1

2
η ⊗ η. (3.3.15)

Vidimo da su svi Riqijevi tenzori simetriqni i imaju slede�e osobine

θ
Ric(AX,AY ) =

g

Ric(X,Y ), θ = 0, 4, 5, (3.3.16)

4
0
Ric(X, ξ) =

4
Ric(X, ξ) = 2

5
Ric(X, ξ) = (n− 1)η(X), (3.3.17)

4
0
Ric(ξ, ξ) =

4
Ric(ξ, ξ) = 2

5
Ric(ξ, ξ) = n− 1. (3.3.18)

Ako pretpostavimo da je, recimo,
5
Ric = 0, tada sledi da je 2

g

Ric + (n − 1)η ⊗ η = 0.

Korix�eǌem osobine Riqijevog tenzora,
g

Ric(X, ξ) = 0, iz prethodne jednaqine se dobija
η = 0, xto je nemogu�e. Na ovaj naqin mo�emo dokazati naredno tvr�eǌe.
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Teorema 3.3.6 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3). Riqijevi tenzori
0
Ric,

4
Ric i

5
Ric, dati jednaqinama

(3.3.13)–(3.3.15), su razliqiti od nule.

Sada �emo posmatrati Riqijeve operatore
θ
Q, θ = 0, 4, 5.

Teorema 3.3.7 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3). Riqijevi operatori
θ
Q, definisani jednaqninama

θ
Ric(X,Y ) = g(

θ
QX,Y ), θ = 0, 4, 5, komutiraju sa strukturnim tenzorom A.

Dokaz: Na osnovu jednaqina Riqijevih tenzora (3.3.13)–(3.3.15), dobijamo odgovaraju�e
Riqijeve operatore

0
Q =

g

Q+
n− 1

4
η ⊗ ξ,

4
Q =

g

Q+ (n− 1)η ⊗ ξ,
5
Q =

g

Q+
n− 1

2
η ⊗ ξ. (3.3.19)

Uzimaju�i u obzir (3.3.1), imamo

A
θ
Q = A

g

Q i
θ
QA =

g

QA, θ = 0, 4, 5.

S obzirom na to da Riqijev operator
g

Q komutira sa A, sledi da komutiraju i Riqijevi

operatori
θ
Q sa A. □

Iz relacija (3.3.19) se dobijaju odgovaraju�i skalari, koji zadovoǉavaju slede�e jedna-
qine

4(
0
r −

g
r) =

4
r −

g
r = 2(

5
r −

g
r) = n− 1 (3.3.20)

i sa ovim smo dokazali narednu teoremu.

Teorema 3.3.8 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3). Tada je razlika
θ
r −

g
r konstantna, gde

θ
r i

g
r oznaqavaju

skalare krivine, θ = 0, 4, 5.

3.3.3 Projektivno ravna ko-Kelerova mnogostrukost

U ovoj sekciji �emo prouqavati Vejlov projektivni tenzor krivine Levi-Qivita koneksije
na ko-Kelerovoj mnogostrukosti. Naime, korix�eǌem tenzora krivine qetvrt-simetriqne
metriqke (ξ, A)-koneksije (3.3.3), taqnije eliminacijom kovektora η iz jednaqina tenzora

krivine
0
R,

4
R i

5
R, konstruisa�emo tenzore koji su koincidentni sa Vejlovim projektivnim

tenzorom krivine.

Teorema 3.3.9 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3). Tada va�e slede�e jednaqine

θ
W (X,Y )Z =

g

W (X,Y )Z, θ = 0, 4, (3.3.21)
5
W (X,Y )Z =

g

W (X,Z)Y +
g

R(Z, Y )X, (3.3.22)

gde je
g

W Vejlov projektivni tenzor krivine (1.7.5), a
0
W ,

4
W i

5
W su tenzori dati jednaqinama

θ
W (X,Y )Z =

θ
R(X,Y )Z +

1

n− 1
(
θ
Ric(X,Z)Y −

θ
Ric(Y, Z)X), θ = 0, 4, (3.3.23)

5
W (X,Y )Z =

5
R(X,Y )Z +

1

n− 1
(
5
Ric(X,Y )Z −

5
Ric(Z, Y )X). (3.3.24)
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Glava 3. Qetvrt-simetriqne koneksije

Dokaz: Dokaza�emo jednakost za tenzor
5
W . Iz jednaqine (3.3.15), imamo

1

2
η ⊗ η =

1

n− 1
(
5
Ric−

g

Ric).

Zamenom prethodnog izraza u (3.3.12), tenzor krivine pete vrste dobija oblik

5
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

n− 1
(
5
Ric(Y,Z)X −

g

Ric(Y,Z)X −
5
Ric(X,Y )Z +

g

Ric(X,Y )Z),

i nakon sre�ivaǌa, dobijamo

5
W (X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

n− 1
(
g

Ric(X,Y )Z −
g

Ric(Z, Y )X)

=
g

R(X,Z)Y +
1

n− 1
(
g

Ric(X,Y )Z −
g

Ric(Z, Y )X)−
g

R(X,Z)Y +
g

R(X,Y )Z

=
g

W (X,Z)Y +
g

R(Z,X)Y +
g

R(X,Y )Z =
g

W (X,Z)Y +
g

R(Z, Y )X,

gde je
5
W tenzor dat jednaqinom (3.3.24), pri qemu smo u raqunu koristili i osobine anti-

simetriqnosti i cikliqne simetriqnosti Rimanovog tenzora krivine
g

R. □

Tenzor
0
W je projektivni tenzor krivine simetriqne koneksije

0
∇, i poxto je jednak sa

Vejlovim projektivnim tenzorom krivine, mo�emo formulisati naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.3.10 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3), neka je
g

∇ Levi–Qivita koneksija i neka je
0
∇ simetriqna

koneksija (3.3.4). Vejlov projektivni tenzor krivine
g

W je invarijantan pri transformaciji

koneksije
g

∇ →
0
∇.

Pored toga, poxto je Rimanov tenzor krivine
g

R koincidentan sa
1
R i

2
R, to znaqi da se i

svi geometrijski objekti koji sadr�e Rimanov tenzor krivine i ǌegove derivate ne meǌaju
pri transformaciji Levi-Qivita koneksije na qetvrt-simetriqnu metriqku (ξ, A)-koneksiju
i na ǌenu dualnu koneksiju, pa je jasno da je Vejlov projektivni tenzor krivine invarijantan

i pri transformacijama
g

∇ →
1
∇ i

g

∇ →
2
∇.

S obzirom na to da smo pomo�u qetvrt-simetriqne koneksije konstruisali Vejlov proje-

ktivni tenzor krivine
g

W u ko-Kelerovoj mnogostrukosti, sada �emo ispitati xta se dexava

ako je mnogostrukost projektivno ravna. Stoga, ako pretpostavimo da je
g

W = 0, tada va�i

g

R(X,Y )Z =
1

n− 1
(
g

Ric(Y, Z)X −
g

Ric(X,Z)Y ). (3.3.25)

Na osnovu osobine Rimanovog tenzora krivine
g

R i Riqijevog tenzora
g

Ric u ko-Kelerovoj
mnogostrukosti, tj. korix�eǌem jednaqina (3.3.7) i (3.3.8), imamo

0 =
g

R(X, ξ)Z =
1

n− 1
(
g

Ric(ξ, Z)X −
g

Ric(X,Z)ξ) = − 1

n− 1

g

Ric(X,Z)ξ,

odakle dobijamo da je mnogostrukost Riqi ravna, tj.
g

Ric = 0. Xtavixe, zamenom ove jedna-

kosti u (3.3.25), dobijamo
g

R = 0. Na ovaj naqin smo dokazali naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.3.11 Ko-Kelerova mnogostrukost je projektivno ravna ako i samo ako je ravna.
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3.3. Qetvrt-simetriqna metriqka A-koneksija u ko-Kelerovoj mnogostrukosti

Napomena 3.3.1 Teorema 3.3.11 se mo�e posmatrati kao posledica tvr�eǌa iz radova [7,134].
Naime, mnogustrukost je projektivno ravana ako i samo ako je konstantne krivine (videti
str. 84–85 u [134]), a ko-Kelerova mnogostrukost konstantne krivine je ravna [7, 48]. Stoga,
mo�emo zakǉuqiti da je projektivno ravna ko-Kelerova mnogostrukost zapravo ravna. Ovde
smo naveli i eksplicitan dokaz ovog tvr�eǌa.

Posmatraǌem prethodnih rezultata za qetvrt-simetriqnu metriqku (ξ, A)-koneksiju
(3.3.3), sada mo�emo dati naredno tvr�eǌe.

Posledica 3.3.1 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3). Tada je posmatrana mnogostrukost projektivno ravna ako

i samo ako ixqezava bilo koji od tenzora
θ
W , θ = 0, 4, 5, koji su dati jednaqinama (3.3.23) i

(3.3.24).

Dokaz: Tvr�eǌe je jasno za tenzore
0
W i

4
W , jer su koincidentni sa

g

W . Sada �emo dokazati

tvr�eǌe za tenzor
5
W . Ako pretpostavimo da je posmatrana mnogostrukost projektivno ravna,

tada je tako�e i ravna, pa va�i
g

W =
g

R = 0. Daǉe, iz jednaqine (3.3.22), dobijamo
5
W = 0.

Sa druge strane, ako je
5
W = 0, tada iz jednaqine (3.3.22), imamo

g

W (X,Z)Y +
g

R(Z, Y )X = 0,
odakle sledi da je

g

R(X,Y )Z =
1

n− 1
(
g

Ric(Z, Y )X −
g

Ric(X,Y )Z). (3.3.26)

Uzimaju�i u obzir identitete (3.3.7) i (3.3.8), dobijamo

0 =
g

R(X,Y )ξ =
1

n− 1
(
g

Ric(ξ, Y )X −
g

Ric(X,Y )ξ) = − 1

n− 1

g

Ric(X,Y )ξ,

odakle sledi da je
g

Ric = 0. Zamenom posledǌe jednakosti u (3.3.26), dobijamo da je mnogo-
strukost ravna, xto implicira i da je projektivno ravna. Ovim smo kompletirali dokaz.
□

3.3.4 η-Ajnxtajnove ko-Kelerove mnogostrukosti

Ko-Kelerova mnogostrukost je η-Ajnxtajnova ako Riqijev tenzor ima oblik

g

Ric = ag + bη ⊗ η, (3.3.27)

gde su a i b diferencijabilne funkcije. Ako iskoristimo drugu osobinu Riqijevog tenzora
iz (3.3.8), tada na osnovu prethodne jednaqine imamo da va�i a + b = 0, pa Riqijev tenzor

dobija oblik
g

Ric = a(g−η⊗η). Kontrakcijom ove posledǌe jednakosti, dobijamo vezu izme�u
skalara krivine i skalara a, tj. jednaqinu

g
r = a(n − 1). Stoga, η-Ajnxtajnova ko-Kelerova

mnogostrukost se karakterixe slede�im oblikom Riqijevog tenzora

g

Ric =

g
r

n− 1
(g − η ⊗ η). (3.3.28)

Vidimo da je η-Ajnxtajnova ko-Kelerova mnogostrukost Riqi ravna ako i samo ako
je

g
r = 0. U radu [83] je pokazano da je skalar krivine

g
r konstantan u sluqaju kada

je η-Ajnxtajnova ko-Kelerova mnogostrukost dimenzije bar 5. Primer η-Ajnxtajnova ko-
Kelerove mnogostrukosti je ko-Kelerova mnogostrukost konstantne ϕ-sekcione krivine c,

qiji je Riqijev tenzor dat jednaqinom
g

Ric = c(k+1)
2 (g − η ⊗ η) (jednaqina (2.4) u [62]). Pored
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Glava 3. Qetvrt-simetriqne koneksije

toga, svaka trodimenzionalna ko-Kelerova mnogostrukost je η-Ajnxtajnova [127] i kvazi kon-
stantne krivine [20]. Za b = 0 u jednaqini (3.3.27), imamo Ajnxtajnovu mnogostrukost. Svaka
Ajnxtajnova ko-Kelerova mnogostrukost je Riqi ravna [25].

Poxto Riqijevi tenzori
0
Ric,

4
Ric i

5
Ric, dati jednaqinama (3.3.13)–(3.3.15), ne mogu biti

jednaki nuli, sada �emo im zadati slabije uslove. Uzimaju�i u obzir da su ovi tenzori
simetriqni, slede�om definicijom uvodimo specijalne klase posmatrane mnogostrukosti.

Definicija 3.3.1 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetri-

qnom metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3). Mnogostrukost je η-Ajnxtajnova θ vrste, θ = 0, 4, 5
ako va�i

θ
Ric =

θ
ag +

θ
bη ⊗ η, θ = 0, 4, 5,

gde su
θ
a i

θ
b diferencijabilne funkcije.

Kontrakcijom prethodne jednaqine, dobijamo odgovaraju�e skalare krivine

θ
r =

θ
an+

θ
b, θ = 0, 4, 5.

Na osnovu osobine Riqijevog tenzora nulte vrste
0
Ric (videti jednaqinu (3.3.18)), imamo

4(
0
a+

0
b) = n− 1. Rexavaǌem sistema jednaqina

0
r =

0
an+

0
b, 4(

0
a+

0
b) = n− 1,

dobijamo izraze za skalare
0
a i

0
b

0
a =

4
0
r − n+ 1

4(n− 1)
,

0
b =

n(n− 1)− 4
0
r

4(n− 1)
.

Sliqno se odre�uju i izrazi za skalare
4
a,

4
b,

5
a i

5
b

4
a =

4
r − n+ 1

n− 1
,

4
b =

n(n− 1)− 4
r

n− 1
,

5
a =

2
5
r − n+ 1

2(n− 1)
,

5
b =

n(n− 1)− 2
5
r

2(n− 1)
.

Posledica prethodnih rezultata je da η-Ajxtajnova ko-Kelerova mnogostrukost θ vrste
θ = 0, 4, 5, dobija oblik

0
Ric =

4
0
r − n+ 1

4(n− 1)
g +

n(n− 1)− 4
0
r

4(n− 1)
η ⊗ η,

4
Ric =

4
r − n+ 1

n− 1
g +

n(n− 1)− 4
r

n− 1
η ⊗ η,

5
Ric =

2
5
r − n+ 1

2(n− 1)
g +

n(n− 1)− 2
5
r

2(n− 1)
η ⊗ η.

Korix�eǌem jednaqine (3.3.20), η-Ajxtajnova ko-Kelerova mnogostrukost θ vrste θ =

0, 4, 5, se mo�e predstaviti i u zavisnosti od skalara krivine
g
r slede�im jednaqinama

0
Ric =

g
r

n− 1
g +

(n− 1)2 − 4
g
r

4(n− 1)
η ⊗ η, (3.3.29)

4
Ric =

g
r

n− 1
g +

(n− 1)2 −
g
r

n− 1
η ⊗ η, (3.3.30)

5
Ric =

g
r

n− 1
g +

(n− 1)2 − 2
g
r

2(n− 1)
η ⊗ η. (3.3.31)
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Ove relacije se mogu iskoristiti za dokazivaǌe naredne teoreme.

Teorema 3.3.12 Neka je (M, g, A, η, ξ,
1
∇) ko-Kelerova mnogostrukost sa qetvrt-simetriqnom

metriqkom (ξ, A)-koneksijom (3.3.3). Mnogostrukost je η-Ajnxtajnova ako i samo ako je η-
Ajnxtajnova θ vrste, θ = 0, 4, 5.

Dokaz: Dokaza�emo teoremu za sluqaj θ = 0. Ako je mnogostrukost η-Ajnxtajnova, tada
zamenom jednaqine (3.3.28) u (3.3.13), dobijamo izraz (3.3.29) i stoga je mnogostrukost η-
Ajnxtajnova nulte vrste.

Sa druge strane, ako je mnogostrukost η-Ajnxtajnova nulte vrste, tada iz (3.3.13) i
(3.3.29), imamo

g
r

n− 1
g +

(n− 1)2 − 4
g
r

4(n− 1)
η ⊗ η =

g

Ric+
n− 1

4
η ⊗ η,

odakle dobijamo
g

Ric =

g
r

n− 1
(g − η ⊗ η),

xto znaqi da je ko-Kelerova mnogostrukost η-Ajnxtajnova u odnosu na metriku g. □

3.4 Qetvrt-simetriqna nemetriqka koneksija u generalisanim
Rimanovim mnogostrukostima

Uslov metriqnosti kod koneksije je vrlo jak, pa sa ovim uslovom, za konkretan oblik tenzora
torzije dobijamo jednu metriqku koneksiju. Sa iskǉuqeǌem uslova metriqnosti, mo�emo za-
davati razne oblike za kovarijanti izvod metriqkog tenzora g i na taj naqin da, u zavisnosti
od tenzora torzije, odredimo razne oblike nemetriqkih koneksija.

Ovde �emo prouqavati qetvrt-simetriqnu koneksiju bez uslova metriqnosti, tj. pola-

zimo od uslova da je
1
∇g ̸= 0. Postoji nekoliko qetvrt-simetriqnih nemetriqkih koneksija,

koje su prouqavane na raznim mnogostrukostima [16, 51, 58, 84, 119, 120, 139], a mi �emo sada
definisati novu qetvrt-simetriqnu nemetriqku koneksiju i prouqavati je u generalisanim
Rimanovim mnogostrukostima.

U radu [14] je definisana polu-simetriqna nemetriqka koneksija data jednaqinom

1
∇XY =

g

∇XY + aπ(Y )X + bπ(X)Y.

Ovo nas je motivisalo da u generalisanim Rimanovim mnogostrukostima posmatramo novu
qetvrt-simetriqnu koneksiju u slede�em obliku

1
∇XY =

g

∇XY + aπ(Y )AX + bπ(X)AY, (3.4.1)

qiji je tenzor torzije dat jednaqinom

1
T (X,Y ) = (a− b)(π(Y )AX − π(X)AY ),

gde su a i b razliqiti realni brojevi (tj. a, b ∈ R, a ̸= b), a A je (1,1)-tenzor pridru�en anti-

simetriqnom tenzoru F . Kovarijantni izvod
1
∇ metriqkog tenzora g zadovoǉava slede�u

jednaqinu

(
1
∇Xg)(Y, Z) = Xg(Y, Z)− g(

1
∇XY, Z)− g(Y,

1
∇XZ)

= −a(π(Y )F (X,Z) + π(Z)F (X,Y )).
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Dakle, za a = 0 i b ̸= 0, qetvrt-simetriqna koneksija (3.4.1) je metriqka (u prethodnom delu
smo prouqavali koneksiju (3.1.4), koja se dobija za b = −1). Za a ̸= 0 koneksija (3.4.1) je
nemetriqka (na primer, takva je koneksija (3.1.9) koja se dobija za a = −1, b = 0 i ona je
prouqavana u radovima [5, 37]). U nastavku �emo prouqavati nemetriqku koneksiju (3.4.1),
gde su oba koeficijenta a i b razliqita od nule.

3.4.1 Egzistencija qetvrt-simetriqne nemetriqke koneksije

U slede�oj teoremi �emo dokazati egzistenciju qetvrt-simetriqne koneksije (3.4.1) sa ko-
eficijentima a = −b = 1

2 , tj. pokaza�emo da je zadovoǉena jednaqina (1.9.2). Analogno se
mo�e pokazati egzistencija koneksije (3.4.1) za proizvoǉne koeficijente a, b ∈ R, a ̸= b, ali
zbog jednostavnijeg raquna smo izabrali a = −b = 1

2 .

Teorema 3.4.1 Neka je (M, G) generalisana Rimanova mnogostrukost i
g

∇ Levi-Qivita kone-

ksija. Tada postoji jedinstvena linearna koneksija
1
∇ data jednaqinom

1
∇XY =

g

∇XY +
1

2
π(Y )AX − 1

2
π(X)AY, (3.4.2)

qiji tenzor torzije ima oblik

1
T (X,Y ) = π(Y )AX − π(X)AY, (3.4.3)

i koja zadovoǉava uslov

(
1
∇Xg)(Y,Z) = −1

2
(π(Y )F (X,Z) + π(Z)F (X,Y )), (3.4.4)

gde je π 1-forma pridru�ena vektoru P , tj. π(X) = g(X,P ) i A je (1,1)-tenzor pridru�en
anti-simetriqnom delu F osnovnog tenzora G, tj. F (X,Y ) = g(AX,Y ).

Dokaz: Linearna koneksija
1
∇ se mo�e napisati u obliku

1
∇XY =

g

∇XY +H(X,Y ),

odnosno

g(
1
∇XY, Z) = g(

g

∇XY, Z) +H(X,Y, Z),

i na osnovu jednaqine (1.9.2) imamo

H(X,Y, Z) := g(H(X,Y ), Z) =
1

2
(
1
T (X,Y, Z) +

1
T (Z,X, Y )−

1
T (Y, Z,X))

− 1

2
((

1
∇Xg)(Y, Z) + (

1
∇Y g)(Z,X)− (

1
∇Zg)(Y,X)).

Sada �emo odrediti tenzor H tako da bude zadovoǉena prethodna jednaqina. Uslov (3.4.4)
implicira slede�e relacije

(
1
∇Y g)(Z,X) =− 1

2
(π(Z)F (Y,X) + π(X)F (Y,Z)),

(
1
∇Zg)(Y,X) =− 1

2
(π(Y )F (Z,X) + π(X)F (Z, Y )).

Iz (3.4.3), sledi
1
T (X,Y, Z) = π(Y )F (X,Z)− π(X)F (Y,Z),
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i daǉe
1
T (Z,X, Y ) =π(X)F (Z, Y )− π(Z)F (X,Y ),

1
T (Y,Z,X) =π(Z)F (Y,X)− π(Y )F (Z,X).

Kombinacijom prethodnih xest jednaqina i jednaqine (3.4.4), imamo

H(X,Y, Z) =
1

2
π(Y )F (X,Z)− 1

2
π(X)F (Y,Z),

odakle je

H(X,Y ) =
1

2
π(Y )AX − 1

2
π(X)AY,

qime smo dokazali teoremu. □

Prema (3.4.3) i (3.4.4), koneksija
1
∇ data jednaqinom (3.4.2) je qetvrt-simetriqna ne-

metriqka koneksija. Kovektor π je generator ove koneksije.

Napomena 3.4.1 U radu [139] je posmatrana qetvrt-simetriqna nemetriqka koneksija u
obliku

1
∇XY =

g

∇XY +
1

2
π(Y )ϕX − 1

2
π(X)ϕY,

gde je ϕ proizvoǉan (1,1)-tenzor, dok smo mi koristili (1,1)-tenzor A, koji je pridru�en anti-
simetriqnom tenzoru F . Zanimǉivo kod ove koneksije i kod koneksije (3.4.2) je xto se mogu

zapisati u obliku
1
∇ =

g

∇ + 1
2

1
T , a takve koneksije imaju iste geodezijske linije kao i Levi-

Qivita koneksija.

Za kovarijanti izvod anti-simetriqnog tenzora F imamo

(
1
∇XF )(Y,Z) =XF (Y,Z)− F (

1
∇XY,Z)− F (Y,

1
∇XZ)

=(
g

∇XF )(Y,Z)−
1

2
F (π(Y )AX − π(X)AY )− 1

2
F (Y, π(Z)AX − π(X)AZ),

tj.

(
1
∇XF )(Y,Z) = (

g

∇XF )(Y,Z) +
1

2
(π(Y )g(AX,AZ)− π(Z)g(AX,AY )), (3.4.5)

odakle vidimo da koneksija (3.4.2) ne quva tenzor F . Sabiraǌem jednaqina (3.4.4) i (3.4.5),
dobijamo kovarijantni izvod osnovnog tenzora G

(
1
∇XG)(Y, Z) = (

1
∇Xg)(Y, Z) + (

1
∇XF )(Y,Z)

= (
g

∇XF )(Y,Z) +
1

2
(π(Y )(g(AX,AZ)− F (X,Z))− π(Z)(g(AX,AY ) + F (X,Y ))).

Kovarijantni izvod tenzora A je dat jednaqinom

(
1
∇XA)Y =

1
∇XAY −A(

1
∇XY )

=
g

∇XAY +
1

2
π(AY )AX − 1

2
π(X)A2Y −A(

g

∇XY +
1

2
π(Y )AX − 1

2
π(X)AY ),

odakle, nakon sre�ivaǌa, dobijamo

(
1
∇XA)Y = (

g

∇XA)Y +
1

2
(π(AY )AX − π(Y )A2X).

Za kovarijanti izvod kovektora π u odnosu na qetvrt-simetriqnu nemetriqku koneksiju
(3.4.2), va�i slede�a jednakost

(
1
∇Xπ)(Y ) = (

g

∇Xπ)(Y ) +
1

2
π(X)π(AY )− 1

2
π(AX)π(Y ), (3.4.6)

koja nam mo�e poslu�iti za dokazivaǌe narednog tvr�eǌa.
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Teorema 3.4.2 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-simetri-

qnom nemetriqkom koneksijom (3.4.2). Potreban i dovoǉan uslov da vektor P bude Kilingov je

da (0,2)-tenzor
1
∇π bude anti-simetriqan, tj. da va�i jednakost

(
1
∇Xπ)(Y ) + (

1
∇Y π)(X) = 0.

Dokaz: Liov izvod metrike g u odnosu na Levi-Qivita koneksiju je dat dobro poznatom
jednaqinom

(LP g)(X,Y ) = g(
g

∇XP, Y ) + g(X,
g

∇Y P )

odnosno
(LP g)(X,Y ) = (

g

∇Xπ)(Y ) + (
g

∇Y π)(X).

Na osnovu (3.4.6), dobijamo

(LP g)(X,Y ) = (
1
∇Xπ)(Y ) + (

1
∇Y π)(X),

odakle se jasno vidi tvr�eǌe ove teoreme. □

Teorema 3.4.3 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-simetri-

qnom nemetriqkom koneksijom (3.4.2). Tada va�i slede�a relacija

(
1
LP g)(X,Y ) = (LP g)(X,Y ) + π(X)π(AY ) + π(AX)π(Y ),

gde
1
L i L oznaqavaju Liove izvode po koneksijama

1
∇ i

g

∇, redom.

Dokaz: Liov izvod metrike g u odnosu na koneksiju
1
∇ je dat jednaqinom

(
1
LP g)(X,Y ) = Pg(X,Y )− g(

1
LPX,Y )− g(X,

1
LPY )

= Pg(X,Y )− g(
1
∇PX −

1
∇XP, Y )− g(X,

1
∇PY −

1
∇Y P )

= (
1
∇P g)(X,Y ) + g(

1
∇XP, Y ) + g(X,

1
∇Y P ).

Korix�eǌem (3.4.4), za kovarijantni izvod metrike g po
1
∇ u pravcu vektor P imamo jedna-

qinu

(
1
∇P g)(X,Y ) =

1

2
(π(X)π(AY ) + π(AX)π(Y )).

Prethodne dve jednaqine i (3.4.2), daju slede�u relaciju

(
1
LP g)(X,Y ) = g(

g

∇XP, Y ) + g(X,
g

∇Y P ) + π(X)π(AY ) + π(AX)π(Y )

= (LP g)(X,Y ) + π(X)π(AY ) + π(AX)π(Y ).

□
Naredno tvr�eǌe je direktna posledica prethodnog.

Posledica 3.4.1 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-

simetriqnom nemetriqkom koneksijom (3.4.2). Ako je vektor P Kilingov tada va�i

(
1
LP g)(X,Y ) = π(X)π(AY ) + π(AX)π(Y ).
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Dualna koneksija
2
∇ qetvrt-simetriqne nemetriqke koneksije (3.4.2) se mo�e odrediti

preko jednaqine (1.5.1) i ona ima oblik

2
∇XY =

g

∇XY − 1

2
π(Y )AX +

1

2
π(X)AY. (3.4.7)

Koneksija
2
∇ je tako�e nemetriqka i zadovoǉava slede�e relacije

(
2
∇Xg)(Y, Z) =

1

2
(π(Y )F (X,Z) + π(Z)F (X,Y )),

(
2
∇XF )(Y, Z) = (

g

∇XF )(Y,Z)−
1

2
(π(Y )g(AX,AZ)− π(Z)g(AX,AY )),

(
2
∇XG)(Y, Z) = (

g

∇XF )(Y,Z)−
1

2
(π(Y )(g(AX,AZ)− F (X,Z))− π(Z)(g(AX,AY ) + F (X,Y ))),

(
2
∇XA)Y = (

g

∇XA)Y − 1

2
(π(AY )AX − π(Y )A2X).

Na osnovu jednaqina (1.5.2) i (3.4.7), zakǉuqujemo da se simetriqa koneksija
0
∇ qetvrt-

simetriqne nemetriqke koneksije (3.4.2) poklapa sa Levi-Qivita koneksijom
g

∇, tj. va�i

0
∇XY =

g

∇XY. (3.4.8)

Neka je
1
dF diferencijal anti-simetriqnog tenzora F u odnosu na qetvrt-simetriqnu

nemetriqku koneksiju
1
∇, tj.

1
dF (X,Y, Z) = (

1
∇XF )(Y, Z) + (

1
∇Y F )(Z,X) + (

1
∇ZF )(X,Y ).

Cikliqnim sumiraǌem izraza (3.4.5) dobijamo1

1
dF (X,Y, Z) = (

1
∇XF )(Y,Z) + (

1
∇Y F )(Z,X) + (

1
∇ZF )(X,Y )

= (
g

∇XF )(Y,Z) + (
g

∇Y F )(Z,X) + (
g

∇ZF )(X,Y ) = dF (X,Y, Z).

(3.4.9)

Teorema 3.4.4 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-simetri-

qnom nemetriqkom koneksijom (3.4.2). Diferencijal 2-forme F u odnosu na Levi-Qivita ko-

neksiju
g

∇ se poklapa sa diferencijalom u odnosu na qetvrt-simetriqnu nemetriqku koneksiju
1
∇.

Drugim reqima, 2-forma F je zatvorena u odnosu na Levi-Qivita koneksiju ako i samo ako
je zatvorena u odnosu na qetvrt-simetriqnu nemetriqku koneksiju (3.4.2). Ovo implicira
tvr�eǌe vezano sa simplektiqke mnogostrukosti.

Posledica 3.4.2 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-

simetriqnom nemetriqkom koneksijom (3.4.2) i neka je F nedegenerisana 2-forma. Ako je mnogo-
strukost M parne dimenzije, tada par (M, F ) predstavǉa simplektiqku mnogostrukost ako i
samo ako je 2-forma F zatvorena u odnosu na qetvrt-simetriqnu nemetriqku koneksiju (3.4.2).

1Jednaqina (3.4.9) se mo�e dokazati i korix�eǌem (1.9.4) i (3.1.25).
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U generalisanoj Rimanovoj mnogostrukosti, Nijenhuisov tenzor se mo�e predstaviti na
slede�i naqin (videti jednaqinu (2.17) u [55])

N(X,Y ) =
1
N(X,Y )−

1
T (AX,AY )−A2

1
T (X,Y ) +A

1
T (AX,Y ) +A

1
T (X,AY ), (3.4.10)

gde je sa
1
N oznaqen (1,2)-tenzor dat jednaqinom

1
N(X,Y ) = (

1
∇AXA)Y − (

1
∇AYA)X −A(

1
∇XA)Y +A(

1
∇YA)X. (3.4.11)

Poxto za tenzor torzije (3.4.3) va�i

−
1
T (AX,AY )−A2

1
T (X,Y ) +A

1
T (AX,Y ) +A

1
T (X,AY ) = 0,

iz jednakosti (3.4.10), sledi

N(X,Y ) =
1
N(X,Y ).

Sa ovim smo dokazali narednu teoremu.

Teorema 3.4.5 U generalisanoj Rimanovoj mnogostrukosti sa qetvrt-simetriqnom nemet-

riqkom koneksijom (3.4.2), Nijenhuisov tenzor N se poklapa sa tenzorom
1
N , koji je dat jedna-

qinom (3.4.11).

3.4.2 Osobine tenzora krivine

U ovoj sekciji �emo se baviti linearno nezavisnim tenzorima krivine i ǌihovim osobi-

nama. Tenzor krivine
1
R qetvrt-simetriqne nemetriqke koneksije

1
∇, date jednaqinom (3.4.2),

se odre�uje postupkom prikazanim u Sekcijama 2.1 i 3.1, i mo�e se izraziti slede�om
relacijom

1
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2

1
α(X,Z)AY − 1

2

1
α(Y, Z)AX − 1

2

1
β(X,Y )AZ

− 1

2

1
γ(X,Z)π(Y ) +

1

2

1
γ(Y, Z)π(X) +

1

2

1
δ(X,Y )π(Z),

(3.4.12)

gde su
1
α,

1
β tenzori tipa (0,2) i

1
γ,

1
δ su tenzori tipa (1,2) dati jednaqinama

1
α(X,Y ) = (

g

∇Xπ)(Y ) +
1

2
π(X)π(AY )− 1

2
π(AX)π(Y ) = (

1
∇Xπ)(Y ), (3.4.13)

1
β(X,Y ) = (

g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X), (3.4.14)
1
γ(X,Y ) = (

g

∇XA)Y − 1

2
π(Y )A2X, (3.4.15)

1
δ(X,Y ) = (

g

∇XA)Y − (
g

∇YA)X. (3.4.16)

Prema jednaqini (3.4.8), tenzor krivine
0
R simetriqne koneksije

0
∇ se poklapa sa Ri-

manovim tenzorom Levi-Qivita koneksije
g

∇, tj.
0
R =

g

R. Relacije izme�u ostalih linearno
nezavisnih tenzora krivine i Rimanovog tenzora krivine su predstavǉene u narednoj teo-
remi.
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Teorema 3.4.6 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-simetri-

qnom nemetriqkom koneksijom (3.4.2). Tenzori krivine
θ
R, θ = 2, 3, 4, 5 i Rimanov tenzor krivine

g

R zadovoǉavaju slede�e relacije

2
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − 1

2

2
α(X,Z)AY +

1

2

2
α(Y,Z)AX +

1

2

1
β(X,Y )AZ +

1

2

2
γ(X,Z)π(Y )

− 1

2

2
γ(Y,Z)π(X)− 1

2

1
δ(X,Y )π(Z),

(3.4.17)

3
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2

2
α(X,Z)AY +

1

2

1
α(Y,Z)AX − 1

2
(
2
α(X,Y ) +

1
α(Y,X))AZ

− 1

2

1
γ(X,Z)π(Y )− 1

2

1
γ(Y,Z)π(X) +

1

2
(
1
δ(X,Y ) + 2

1
γ(Y,X))π(Z),

(3.4.18)

4
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2

2
α(X,Z)AY +

1

2

1
α(Y,Z)AX − 1

2
(
1
α(X,Y ) +

2
α(Y,X))AZ

− 1

2

1
γ(X,Z)π(Y )− 1

2

1
γ(Y,Z)π(X) +

1

2
(
1
δ(X,Y ) + 2

1
γ(Y,X))π(Z)

− π(Z)(π(Y )A2X − π(X)A2Y ),

(3.4.19)

5
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

4
π(X)(π(Y )A2Z − π(AZ)AY ) +

1

4
π(Y )(π(X)A2Z − π(AZ)AX)

− 1

4
π(Z)(π(X)A2Y + π(Y )A2X − π(AX)AY − π(AY )AX),

(3.4.20)

gde su
1
α,

1
β,

1
γ,

1
δ dati sa (3.4.13), (3.4.14), (3.4.15), (3.4.16), redom, a tenzori

2
α,

2
γ su dati

jednaqinama

2
α(X,Y ) = (

g

∇Xπ)(Y )− 1

2
π(X)π(AY ) +

1

2
π(AX)π(Y ), (3.4.21)

2
γ(X,Y ) = (

g

∇XA)Y +
1

2
π(Y )A2X. (3.4.22)

Dokaz: Dokaza�emo relaciju za tenzor krivine
3
R. Veza izme�u tenzora krivine

3
R i

1
R data

je jednaqinom (1.6.4). Za kovarijantni izvod tenzora torzije
1
T va�i

(
1
∇X

1
T )(Y,Z) = AY (

1
∇Xπ)(Z) + π(Z)(

1
∇XA)Y −AZ(

1
∇Xπ)(Y )− π(Y )(

1
∇XA)Z

=
1
α(X,Z)AY − 1

α(X,Y )AZ + π(Z)
1
γ(X,Y )− π(Y )

1
γ(X,Z)

+
1

2
(π(AY )π(Z)− π(Y )π(AZ))AX,

gde su
1
α i

1
γ dati sa (3.4.13) i (3.4.15). Kombinuju�i prethodnu jednaqinu sa (1.6.4) i

(3.4.12), dobijamo (3.4.18). □

U nastavku �emo prouqavati transformacije Levi-Qivita koneksije
g

∇ na koneksije
1
∇ i

2
∇, pri qemu �emo odrediti uslove da Rimanov tenzor krivine bude invarijantan pri takvim
transformacijama.

Ako (1,3)-tenzor
1
M definixemo jednaqinom

1
M(X,Y )Z =

1
α(X,Z)AY − 1

γ(X,Z)π(Y )− (
g

∇Xπ)(Y )AZ + π(Z)(
g

∇XA)Y, (3.4.23)

gde su
1
α i

1
γ dati sa (3.4.13) i (3.4.15), tada tenzor krivine

1
R dobija oblik

1
R(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2

1
M(X,Y )Z − 1

2

1
M(Y,X)Z,
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Glava 3. Qetvrt-simetriqne koneksije

odakle vidimo da je tenzor
1
R jednak sa

g

R ako i samo ako je tenzor
1
M(X,Y )Z simetriqan po

vektorima X i Y .

Teorema 3.4.7 Rimanov tenzor krivine
g

R je invarijantan pri transfomaciji koneksije
g

∇ →
1
∇

ako i samo ako je tenzor
1
M(X,Y )Z simetriqan po vektorima X i Y , gde je

1
M dat jednaqinom

(3.4.23),
g

∇ oznaqava Levi-Qivita koneksiju i
1
∇ oznaqava qetvrt-simetriqnu nemetriqku ko-

neksiju (3.4.2).

Sliqno, mo�e se dokazati i naredna teorema.

Teorema 3.4.8 Ako je
g

∇ Levi-Qivita koneksija i
2
∇ qetvrt-simetriqna nemetriqka koneksija

(3.4.7), tada je Rimanov tenzor krivine
g

R invarijantan pri transfomaciji koneksije
g

∇ →
2
∇

ako i samo ako je tenzor
2
M(X,Y )Z simetriqan po vektorima X i Y , gde je tenzor

2
M dat

jednaqinom
2
M(X,Y )Z =

2
α(X,Z)AY − 2

γ(X,Z)π(Y )− (
g

∇Xπ)(Y )AZ + π(Z)(
g

∇XA)Y, (3.4.24)

pri qemu su
2
α i

2
γ dati sa (3.4.21) i (3.4.22).

U narednoj teoremi predstavǉamo anti-simetriqne osobine tenzora krivine.

Teorema 3.4.9 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-simetri-

qnom nemetriqkom koneksijom (3.4.2). Tenzori krivine
θ
R(X,Y )Z, θ = 1, . . . , 5 zadovoǉavaju

slede�e identitete
α
R(X,Y )Z =−

α
R(Y,X)Z, α = 1, 2,

β

R(X,Y )Z =−
β

R(Y,X)Z + (
g

∇Y π)(Z)AX + (
g

∇Xπ)(Z)AY − ((
g

∇Xπ)(Y ) + (
g

∇Y π)(X))AZ

− π(X)(
g

∇YA)Z − π(Y )(
g

∇XA)Z + π(Z)((
g

∇XA)Y + (
g

∇YA)X), β = 3, 4,

5
R(X,Y )Z =−

5
R(Y,X)Z +

1

2
π(X)(π(Y )A2Z − π(AZ)AY ) +

1

2
π(Y )(π(X)A2Z − π(AZ)AX)

− 1

2
π(Z)(π(X)A2Y + π(Y )A2X − π(AX)AY − π(AY )AX).

Dokaz: Na primer, ako saberemo (3.4.20) sa jednaqinom
5
R(Y,X)Z =

g

R(Y,X)Z +
1

4
π(Y )(π(X)A2Z − π(AZ)AX) +

1

4
π(X)(π(Y )A2Z − π(AZ)AY )

− 1

4
π(Z)(π(Y )A2X + π(X)A2Y − π(AY )AX − π(AX)AY ),

(3.4.25)

dobijamo
5
R(X,Y )Z +

5
R(Y,X)Z =

1

2
π(X)(π(Y )A2Z − π(AZ)AY ) +

1

2
π(Y )(π(X)A2Z − π(AZ)AX)

− 1

2
π(Z)(π(X)A2Y + π(Y )A2X − π(AX)AY − π(AY )AX),

gde smo iskoristili i osobinu anti-simetriqnosti tenzora
g

R. □

Na osnovu relacija (3.4.20) i (3.4.25), zakǉuqujemo da za tenzor krivine pete vrste
5
R

va�i
5
R(X,Y )Z −

5
R(Y,X)Z = 2

g

R(X,Y )Z.

Ako cikliqno sumiramo jednaqine (3.4.12), (3.4.17)-(3.4.20), dobi�emo prve Bjankijeve

identitete za tenzore krivine
θ
R, θ = 1, . . . , 5.
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3.4. Qetvrt-simetriqna nemetriqka koneksija u generalisanim Rimanovim mnogostrukostima

Teorema 3.4.10 Neka je (M, G,
1
∇) generalisana Rimanova mnogostrukost sa qetvrt-simetri-

qnom nemetriqkom koneksijom (3.4.2). Tenzori krivine
θ
R, θ = 1, . . . , 5 zadovoǉavaju slede�e

identitete

S
XY Z

1
R(X,Y )Z = S

XY Z

(
π(X)((

g

∇YA)Z − (
g

∇ZA)Y )− ((
g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X))AZ

− 1

2
(π(X)π(AY )− π(AX)π(Y ))AZ

)
,

S
XY Z

2
R(X,Y )Z = S

XY Z

(
((

g

∇Xπ)(Y )− (
g

∇Y π)(X))AZ − π(X)((
g

∇YA)Z − (
g

∇ZA)Y )

− 1

2
(π(X)π(AY )− π(AX)π(Y ))AZ

)
,

S
XY Z

3
R(X,Y )Z = S

XY Z
(π(X)π(AY )− π(AX)π(Y ))AZ,

S
XY Z

θ
R(X,Y )Z =0, θ = 4, 5.

Ako su tenzori krivine koneksije
1
∇ i

2
∇ jednaki, tj. ako va�i

1
R(X,Y )Z =

2
R(X,Y )Z, tada

za koneksiju
1
∇ ka�emo da je dualno simetriqna.

Teorema 3.4.11 Qetvrt-simetriqna nemetriqka koneksija (3.4.2) je dualno simetriqna ako i
samo ako je (1,3)-tenzor S(X,Y )Z simetriqan po vektorima X i Y , gde je

S(X,Y )Z = π(X)(
g

∇YA)Z + π(Z)(
g

∇XA)Y + (
g

∇Xπ)(Z)AY − (
g

∇Xπ)(Y )AZ. (3.4.26)

Dokaz: Na osnovu jednaqina (3.4.12) i (3.4.17), lako se odre�uje relacija izme�u tenzora

krivine
1
R i

2
R

2
R(X,Y )Z =

1
R(X,Y )Z − (

g

∇Xπ)(Z)AY + (
g

∇Y π)(Z)AX +
1
β(X,Y )AZ

+ π(Y )(
g

∇XA)Z − π(X)(
g

∇YA)Z −
1
δ(X,Y )π(Z).

Odavde vidimo da je koneksija
1
∇ dualno simetriqna ako i samo ako va�i

π(X)(
g

∇YA)Z − π(Y )(
g

∇XA)Z +
1
δ(X,Y )π(Z) + (

g

∇Xπ)(Z)AY − (
g

∇Y π)(Z)AX −
1
β(X,Y )AZ = 0,

odnosno
S(X,Y )Z = S(Y,X)Z,

gde je tenzor S dat jednaqinom (3.4.26). □
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Glava 4

Ajzenhartova koneksija

Analogno Levi-Qivita koneksiji, qiji su koeficijenti Kristofelovi simboli, Ajzenhart
je u radu [41] definisao koneksiju preko generalisanih Kristofelovih simbola nesimet-
riqnog osnovnog tenzora u generalisanim Rimanovim mnogostrukostima. Takvu koneksiju
�emo zvati Ajzenhartova koneksija i ona spada u koneksije sa totalno anti-simetriqnim
tenzorom torzije, koje su vrlo znaqajne u teorijama struna, teoriji gravitacije i neli-
nearnim σ-modelima. U generalisanim Rimanovim mnogostrukostima koneksije sa totalno
anti-simetriqnim tenzorom torzije su prouqavane u radovima [55, 56], pri qemu je posebno
posve�ena pa�ǌa takvim koneksijama sa Ajnxtajnovim metriqkim uslovom.

Rezultati koje �emo dati u ovoj glavi, predstavǉaju nastavak istra�ivaǌa o konform-
nim preslikavaǌima generalisanih Rimanovih mnogostrukosti sa Ajzenhartovom koneksi-
jom, odnosno polazimo od postoje�ih rezultata i na osnovu ǌih odre�ujemo nove. Konformna
preslikavaǌa ovih mnogostrukosti su sa razliqitim pristupima posmatrana u nekoliko
radova [77, 86, 114, 122, 124], a mi �emo nastaviti sa prouqavaǌem konformnih preslika-
vaǌa koja quvaju tenzor torzije, sa tzv. ET-konformnim preslikavaǌima [114]. Najpre
�emo iskoristiti ǌihove poznate invarijantne tenzore za dekompoziciju tenzora krivine,
u kojoj �e se pojaviti novi tenzori koji su Ajnxtajnovog tipa [66]. Vide�emo da su neki
od ǌih invarijantni za ET-koncirkularno preslikavaǌe, a ispita�emo i ǌihovu ulogu
pri ET-konformnom preslikavaǌu i na taj naqin �emo odrediti uslov da ono bude ET-
koncirkularno.

Iako se konformna preslikavaǌa definixu pomo�u diferencijabilne funkcije, ona u
opxtem sluqaju ne quvaju harmoniqnost funkcije, zbog qega �emo uvesti ET-konharmonijska
preslikavaǌa kao ET-konformna preslikavaǌa koja quvaju harmoniqnost funkcije i odre-
di�emo ǌihove invarijantne tenzore.

4.1 Generalisane Rimanove mnogostrukosti sa Ajzenhartovom
koneksijom

U ovoj glavi �emo se baviti generalisanim Rimanovim mnogostrukostima sa Ajzenharto-
vom koneksijom [41], koje �emo oznaqiti sa GRn. Koeficijenti Ajzenhartove koneksije su
generalisani Kristofelovi simboli druge vrste, a ova koneksija se definixe relacijom

g(∇XY,Z) =
1

2
(XG(Y,Z) + Y G(Z,X)− ZG(Y,X))

i mo�e se predstaviti na slede�i naqin

g(∇XY,Z) = g(
g

∇XY,Z) +
1

2
T (X,Y, Z),

odnosno
∇XY =

g

∇XY +
1

2
T (X,Y ), (4.1.1)
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4.1. Generalisane Rimanove mnogostrukosti sa Ajzenhartovom koneksijom

gde je T tenzor torzije ove koneksije, pri qemu je T = dF , xto znaqi da ima totalno-
anti-simetriqan tenzor torzije. Ova koneksija je i metriqka1, tj. va�i ∇g = 0. Vidimo
da je simetriqna koneksija Ajzenhartove koneksije (4.1.1) Levi-Qivita koneksija, pa se
tenzor krivine simetriqne koneksije poklapa sa Rimanovim tenzorom krivine Levi-Qivita
koneksije. Zato �emo u ovom delu rada posmatrati slede�ih pet tenzora krivine [141]

1
K(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z+
1

2
(
g

∇XT )(Y,Z)−
1

2
(
g

∇Y T )(X,Z)+
1

4
T (X,T (Y,Z))− 1

4
T (Y, T (X,Z)), (4.1.2)

2
K(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − 1

4
T (X,T (Y, Z)) +

1

4
T (Y, T (X,Z)), (4.1.3)

3
K(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

2
(
g

∇XT )(Y, Z) +
1

2
(
g

∇Y T )(X,Z)−
1

4
T (X,T (Y, Z)) +

1

4
T (Y, T (X,Z))

+
1

2
T (T (X,Y ), Z),

(4.1.4)

4
K(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z − 1

4
T (X,T (Y, Z))− 1

4
T (Y, T (X,Z)), (4.1.5)

5
K(X,Y )Z =

g

R(X,Y )Z +
1

8
T (T (X,Y ), Z). (4.1.6)

Sa
θ
K �emo oznaqavati (0,4)-tenzore krivine, tj.

θ
K(X,Y, Z,W ) = g(

θ
K(X,Y )Z,W ), θ =

1, 2, . . . , 5. Ako uvedemo oznaku

T 2(Y,Z) = trace{X → T (Y, T (X,Z))}

i ako odgovaraju�e Riqijeve tenzore za tenzore krivine
θ
K, θ = 1, 2, . . . , 5, oznaqimo sa

θ
S,

tada kontrakcijom po X u jednaqinama (4.1.2)-(4.1.6) dobijamo

1
S(Y,Z) =

g

Ric(Y,Z) +
1

2
(divT )(Y,Z)− 1

4
T 2(Y,Z), (4.1.7)

2
S(Y,Z) =

g

Ric(Y,Z) +
1

4
T 2(Y,Z), (4.1.8)

3
S(Y,Z) =

g

Ric(Y,Z) +
1

2
(divT )(Y,Z)− 1

4
T 2(Y,Z), (4.1.9)

4
S(Y,Z) =

g

Ric(Y,Z)− 1

4
T 2(Y,Z), (4.1.10)

5
S(Y,Z) =

g

Ric(Y,Z)− 1

8
T 2(Y,Z), (4.1.11)

gde smo uzeli u obzir da je trace{X → T (X,Y )} = 0 (videti jednaqinu (14) u [41]). Poxto je
T 2 simetriqan tenzor, na osnovu prethodnih jednaqina se jasno vidi da su Riqijevi tenzori
2
S,

4
S i

5
S simetriqni. Tako�e, vidimo da je

1
S =

3
S. Odgovaraju�e Riqijeve operatore

θ
K

�emo definisati jednaqinom
θ
S(X,Y ) = g(

θ
KX,Y ), a skalare krivine �emo oznaqavati sa

θ
k,

θ = 1, 2, . . . , 5.

Napomena 4.1.1 U pore�eǌu sa linearno nezavisnim tenzorima krivine koje smo prouqavali

u prethodnim glavama, jedino se tenzori
1
K i

3
K poklapaju sa

1
R i

3
R, redom, dok su ostali

razliqiti.

Napomena 4.1.2 S obzirom na to da je tenzor torzije Ajzenhartove koneksije totalno anti-
simetriqan, tj. 3-forma, u jednaqinama (4.1.7) i (4.1.9) se umesto divergencije mo�e koris-
titi kodiferencijal, ali to ovde ne�emo qiniti, jer bi zahtevalo uvo�eǌe dodatnih pojmova.

1Metriqnost va�i i za ǌenu dualnu koneksiju, xto je odlika koneksija sa totalno anti-simetriqnim tenzorom
torzije (videti [87]).
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Glava 4. Ajzenhartova koneksija

4.2 Ekvitorziono konformna preslikavaǌa

Za neko preslikavaǌe izme�u dve mnogostrukosti ka�emo da quva neki geometrijski objekat
ako je on invarijantan pri tom preslikavaǌu. Preslikavaǌe koje quva ugao izme�u krivih
se naziva konformno. Konformno preslikavaǌe izme�u dve generalisane Rimanove mnogo-
strukosti GRn = (M, G) i GRn = (M, G) se karakterixe jednaqinom

g = e2φg, (4.2.1)

pri qemu pretpostavǉamo da ovo preslikavaǌe quva strukturni tenzor A, tj. pretpostavǉa-
mo da pri konformnom preslikavaǌu f : GRn → GRn va�i A = A, gde se nadvuqeni simboli
odnose na mnogostrukost GRn. Na osnovu prethodne dve jednakosti sledi

F = e2φF,

pa sabiraǌem ove jednaqine sa (4.2.1) dobijamo relaciju izme�u osnovnih tenzora mnogo-
strukosti GRn i GRn. Formalno, konformno preslikavaǌe u generalisanoj Rimanovoj mno-
gostrukosti uvodimo narednom definicijom.

Definicija 4.2.1 [113] Preslikavaǌe f : GRn → GRn je konformno ako za osnovne tenzore
G i G mnogostrukosti GRn i GRn, redom, va�i uslov

G = e2φG (4.2.2)

gde je φ proizvoǉna funkcija taqke x = (x1, x2, . . . , xn), a mnogostrukosti GRn i GRn se
posmatraju u zajedniqkom pri preslikavaǌu sistemu koordinata xi.

Objaxǌeǌe o zajedniqkom koordinatnom sistemu pri preslikavaǌu mo�e se na�i, na
primer, u [70] ili [141]. Nadaǉe �e se svi nadvuqeni simboli odnositi na mnogostrukost
GRn. Pri ovom preslikavaǌu, koneksije mnogostrukosti GRn i GRn zadovoǉavaju relaciju

∇XY = ∇XY + ψ(X)Y + ψ(Y )X − g(X,Y )U +Θ(X,Y )

gde je U gradijentni vektor definisan sa U = gradφ, a ψ je ǌegov pridru�eni kovektor, tj.
ψ(X) = g(X,U), odnosno ψ = dφ, koji zadovoǉava jednaqinu

ψ =
1

2n
(λ− λ), (4.2.3)

gde je λ = d ln |g|, za g = det(gij) ̸= 0, λ = d ln |g|, za g = det(gij) ̸= 0, i Θ je anti-simetriqan
tenzor koji se mo�e predstaviti jednaqinom

Θ(X,Y ) =
1

2
(T (X,Y )− T (X,Y )).

Pridru�ene vektore za λ i λ �emo oznaqiti sa L i L, pri qemu je jasno da su oni gradijentni,
tj. va�i L = grad ln |g| i L = grad ln |g|.

U [113] je definisana specijalna klasa konformnog preslikavaǌa koje quva tenzor torzije
generalisanih Rimanovih mnogostrukosti.

Definicija 4.2.2 [113] Konformno preslikavaǌe f : GRn → GRn je ekvitorziono konformno
preslikavaǌe ako su tenzori torzije mnogostrukosti GRn i GRn jednaki u odgovaraju�im
taqkama u zajedniqkom koordinatnom sistemu.

Na osnovu posledǌe jednaqine vidimo da pri ekvitorziono konformnom preslikavaǌu
(kra�e, ET-konformnom preslikavaǌu) va�i Θ = 0, pa su koneksije generalisanih Ri-
manovih mnogostrukosti GRn i GRn povezane jednaqinom

∇XY = ∇XY + ψ(X)Y + ψ(Y )X − g(X,Y )U. (4.2.4)
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4.3. Tenzori Ajnxtajnovog tipa

Ovu koneksiju ∇ �emo zvati ET-konformna koneksija. Polaze�i od jednaqina linearno

nezavisnih tenzora krivine
θ
K, θ = 1, 2, ..., 5, datih sa (4.1.2)-(4.1.6), mogu se odrediti tenzori

koji su invarijantni pri ET-konformnom preslikavaǌu generalisanih Rimanovih mnogo-
strukosti, tj. pri transformaciji koneksija ∇ → ∇. Ovi tenzori se nazivaju ET-konformni
tenzori krivine θ vrste i imaju slede�e oblike [141]

1
C(X,Y )Z =

1
K(X,Y )Z − 1

n− 2
(
1
S(Y,Z)X −

1
S(X,Z)Y + g(Y, Z)

1
KX − g(X,Z)

1
KY )

+

1
k

(n− 1)(n− 2)
(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ) +

1

2n
(T (X,Y, Z)L− λ(Z)T (X,Y ))

+
1

2n(n− 2)
(λ(T (X,Z))Y − λ(T (Y,Z))X + g(Y, Z)T (X,L)− g(X,Z)T (Y,L)),

(4.2.5)

3
C(X,Y )Z =

3
K(X,Y )Z − 1

n− 2
(
3
S(Y,Z)X −

3
S(X,Z)Y + g(Y, Z)

3
KX − g(X,Z)

3
KY )

+

3
k

(n− 1)(n− 2)
(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ) +

1

2n
(g(X,Y )T (Z,L)− g(Y,Z)T (X,L))

+
1

2n(n− 2)
(λ(T (X,Z))Y − λ(T (Y,Z))X + g(Y, Z)T (X,L)− g(X,Z)T (Y,L))

+
1

2n
(λ(X)T (Y,Z) + λ(Y )T (X,Z)− λ(T (X,Z))Y ),

(4.2.6)

β

C(X,Y )Z =
β

K(X,Y )Z − 1

n− 2
(
β

S(Y,Z)X −
β

S(X,Z)Y + g(Y, Z)
β
KX − g(X,Z)

β
KY )

+

β

k

(n− 1)(n− 2)
(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ), β = 2, 4, 5.

(4.2.7)

Sa
θ
C �emo oznaqavati ET-konformne tenzore krivine tipa (0,4), θ = 1, 2, . . . , 5.

4.3 Tenzori Ajnxtajnovog tipa

U radu [45] je predstavǉena dekompozicija Rimanovog tenzora krivine
g

R u qetvorodimen-
zionalnoj Rimanovoj mnogostrukosti u slede�em obliku

g

R(X,Y, Z,W ) = (
g

C +
g

E + G)(X,Y, Z,W ), (4.3.1)

gde je
g

C konformni tenzor krivine (1.7.2),
g

E je Ajnxtajnov tenzor krivine dat jednaqinom

g

E(X,Y, Z,W ) =
1

2
(
g

E(Y,Z)g(X,W )−
g

E(X,Z)g(Y,W ) + g(Y, Z)
g

E(X,W )− g(X,Z)
g

E(Y,W )),

g

E(Y,Z) =
g

Ric(Y, Z)−
g
r

4
g(Y,Z),

a tenzor G je dat jednaqinom

G(X,Y, Z,W ) =

g
r

12
(g(Y,Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )).

U ovom delu rada �emo se baviti dekompozicijom linearno nezavisnih tenzora krivine
(4.1.2)-(4.1.6) generalisane Rimanove mnogostrukosti sa Ajzenhartovom koneksijom, odnosno
prouqava�emo relacije analogne dekompoziciji (4.3.1). Vide�emo da pored ve� poznatih
ET-konformnih tenzora krivine, u dekompoziciji uqestvuju i neki drugi tenzori. Na taj

naqin �emo dobiti tenzore koji su analogni tenzoru
g

E.
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Glava 4. Ajzenhartova koneksija

Teorema 4.3.1 Tenzori krivine
θ
K i ET-konformni tenzori krivine

θ
C, θ = 1, 2, . . . , 5, zadovoǉa-

vaju relacije
θ
K(X,Y, Z,W ) = (

θ
C +

θ
E +

θ
G)(X,Y, Z,W ), θ = 1, 2, . . . , 5, (4.3.2)

gde je

θ

E(X,Y, Z,W ) =
1

n− 2
(
θ

E(Y, Z)g(X,W )−
θ

E(X,Z)g(Y,W ) + g(Y,Z)
θ

E(X,W )− g(X,Z)
θ

E(Y,W )), (4.3.3)

1

G(X,Y, Z,W ) =

1

k

n(n− 1)
(g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W ))− 1

2n
(−λ(Z)T (X,Y,W )+ λ(W )T (X,Y, Z))

− 1

2n(n− 2)
(g(Y,W )T (X,Z,L)−g(X,W )T (Y,Z,L)−g(Y,Z)T (X,W,L)+g(X,Z)T (Y,W,L)),

(4.3.4)

3

G(X,Y, Z,W ) =

3

k

n(n− 1)
(g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W ))− 1

2n
(λ(X)T (Y, Z,W ) + λ(Y )T (X,Z,W ))

− 1

2n(n− 2)
(g(Y,W )T (X,Z,L)−g(X,W )T (Y,Z,L)−g(Y,Z)T (X,W,L)+g(X,Z)T (Y,W,L))

+
1

2n
(g(Y,W )λ(T (X,Z))− g(Y, Z)λ(T (X,W )) + g(X,Y )λ(T (Z,W ))),

(4.3.5)

β

G(X,Y, Z,W ) =

β

k

n(n− 1)
(g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )), β = 2, 4, 5, (4.3.6)

θ

E(Y,Z) =
θ

S(Y,Z)−
θ

k

n
g(Y,Z). (4.3.7)

Dokaz: Za dekompoziciju tenzora krivine prve vrste
1
K, kre�emo od ET-konformnog tenzora

krivine prve vrste, tj. od ǌegove jednaqine (4.2.5). Odredimo odgovaraju�i ET-konformni
tenzor krivine tipa (0,4), odakle nakon sre�ivaǌa ovog tenzora dobijamo relaciju (4.3.2),
pri qemu se uzima u obzir i osobina totalne anti-simetriqnosti tenzora torzije. □

Sada se prirodno name�e definicija dobijenih tenzora.

Definicija 4.3.1 Tenzori
θ
E, θ = 1, 2, . . . , 5, dati sa (4.3.3) se nazivaju tenzori krivine Ajn-

xtajnovog tipa θ vrste. Tenzori
θ
E, θ = 1, 2, . . . , 5, dati sa (4.3.7) se nazivaju tenzori Ajn-

xtajnovog tipa θ vrste.

Na osnovu jednaqina (4.1.7) i (4.1.9), imamo naredno tvr�eǌe i ǌegovu posledicu.

Teorema 4.3.2 Tenzor Ajnxtajnovog tipa prve vrste
1
E generalisane Rimanove mnogostruko-

sti sa Ajzenhartovom koneksijom jednak je sa tenzorom Ajnxtajnovog tipa tre�e vrste
3
E.

Posledica 4.3.1 Tenzor krivine Ajnxtajnovog tipa prve vrste
1
E generalisane Rimanove mno-

gostrukosti sa Ajzenhartovom koneksijom jednak je sa tenzorom krivine Ajnxtajnovog tipa

tre�e vrste
3
E.

U skladu sa prethodnim tvr�eǌima, u daǉem prouqavaǌu ne�emo posebno razmatrati

tenzore
3
E i

3
E.

Napomena 4.3.1 Tenzori Ajnxtajnovog tipa (4.3.7), za drugu grupu linearno nezavisnih ten-
zora krivine, su odre�eni i u radu [86], kao invarijante pri koncirkularnom preslikavaǌu ge-
neralisane Rimanove mnogostrukosti sa Ajzenhartovom koneksijom, pri qemu je konformno
preslikavaǌe u tom radu definisano samo preko uslova (4.2.1).
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4.4. Osobine tenzora Ajnxtajnovog tipa

Napomena 4.3.2 U mnogobrojnoj literaturi, naziv Ajnxtajnov tenzor u (pseudo-)Rimanovoj
mnogostrukosti se koristi za tenzor koji je dat jednaqinom

E =
g

Ric−
g
r

2
g.

Analogije ovog tenzora u generalisanoj Rimanovoj mnogostrukosti sa Ajzenhartovom koneksi-
jom su odre�ene u radovima [115,116].

4.4 Osobine tenzora Ajnxtajnovog tipa

Sada �emo prouqavati osobine prethodno odre�enih tenzora krivine i tenzora Ajnxtajnovog
tipa u generalisanoj Rimanovoj mnogostrukosti sa Ajzenhartovom koneksijom.

Odgovaraju�i (1,1)-tenzori za tenzore Ajnxtajnovog tipa
θ
E su dati jednaqinama

θ
EX =

θ
KX −

θ
k

n
X, θ = 1, 2, ..., 5.

Kontrakcijom prethodne jednaqine zakǉuqujemo da su tenzori Ajnxtajnovog tipa
θ
E bez traga.

Sa druge strane, (1,3)-tenzori krivine Ajnxtajnovog tipa
θ
E imaju slede�i oblik

θ
E(X,Y )Z =

1

n− 2
(
θ
E(Y,Z)X −

θ
E(X,Z)Y + g(Y, Z)

θ
EX − g(X,Z)

θ
EY ), θ = 1, 2, ..., 5, (4.4.1)

odakle, kontrakcijom po X, dobijamo

trace{X →
θ
E(X,Y )Z} =

θ
E(Y,Z).

Prethodna jednaqina nam pokazuje da se tenzori
θ
E dobijaju i pomo�u tenzora krivine Ajn-

xtajnovog tipa
θ
E, odakle sledi da su i oni tako�e bez traga.

U nastavku su osobine anti-simetriqnosti i cikliqne simetriqnosti tenzora krivine
Ajnxtajnovog tipa.

Teorema 4.4.1 Tenzor krivine Ajnxtajnovog tipa prve vrste zadovoǉava slede�e relacije
1
E(X,Y, Z,W ) =−

1
E(X,Y,W,Z) = −

1
E(Y,X,Z,W ), (4.4.2)

1
E(X,Y, Z,W ) =

1
E(Z,W,X, Y )− 1

n− 2
((divT )(X,Z)g(Y,W )− (divT )(Y,Z)g(X,W ))

+
1

n− 2
((divT )(X,W )g(Y, Z)− (divT )(Y,W )g(X,Z)),

(4.4.3)

S
XY Z

1
E(X,Y, Z,W ) =

1

n− 2
S

XY Z
(divT )(X,Y )g(Z,W ), (4.4.4)

gde je sa S
XY Z

oznaqeno cikliqno sumiraǌe po vektorima X, Y i Z.

Dokaz: Jednaqina (4.4.2) se dokazuje zamenom pozicije sabiraka u jednaqini tenzora krivine
Ajnxtajnovog tipa prve vrste. Poxto je

1
S(X,Y ) =

1
S(Y,X) + (divT )(X,Y ),

sledi da va�i i
1
E(X,Y ) =

1
E(Y,X) + (divT )(X,Y ). (4.4.5)

Korix�eǌem prethodne relacije, iz (4.3.3) se lako dobija (4.4.3). Daǉe, ako izvrximo
cikliqno sumiraǌe u jednaqini (4.3.3) i koristimo (4.4.5), tada dobijamo (4.4.4). □

Za ostale tenzore va�i slede�a teorema, koju navodimo bez dokaza, jer se dokazuje sliqno
prethodnom.
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Glava 4. Ajzenhartova koneksija

Teorema 4.4.2 Tenzori krivine Ajnxtajnovog tipa druge, qetvrte i pete vrste imaju slede�e
osobine

β

E(X,Y, Z,W ) = −
β

E(X,Y,W,Z) = −
β

E(Y,X,Z,W ),

β

E(X,Y, Z,W ) =
β

E(Z,W,X, Y ), β = 2, 4, 5,

S
σµν

β

E(X,Y, Z,W ) = 0, σ, µ, ν ∈ {X,Y, Z,W}.

Vidimo da (0,4)-tenzori
β

E, β = 2, 4, 5, imaju osobine anti-simetriqnosti, simetriqnost
po parovima vektora i cikliqnu simetriqnost, xto znaqi da va�i slede�e tvr�eǌe.

Posledica 4.4.1 Tenzori krivine Ajnxtajnovog tipa
2
E,

4
E i

5
E su algebarski tenzori krivine.

Iz osobine simetriqnosti Riqijevih tenzora
β

S, β = 2, 4, 5, sledi simetriqnost tenzora

Ajnxtajnovog tipa
β

E, β = 2, 4, 5.

Posledica 4.4.2 Tenzori Ajnxtajnovog tipa
2
E,

4
E i

5
E, dati sa (4.3.7), su simetriqni.

Napomena 4.4.1 Prime�ujemo da u svim tenzorima
θ
G uqestvuje tenzor

g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W ).

On se kra�e mo�e zapisati u obliku 1
2g ∧ g, tj. predstavǉa najjednostavniji Kulkarni-Nomizu

tenzor i ima osobine algebarskog tenzora krivine. Tako�e, imaju�i na umu da su tenzori
β

E

simetriqni, i tenzori
β

E se mogu predstaviti preko Kulkarni-Nomizu proizvoda na slede�i
naqin

β

E =
1

n− 2
g ∧

β

E, β = 2, 4, 5.

4.5 Ekvitorziono koncirkularna preslikavaǌa

Kao xto smo ranije ve� spomenuli, u opxtem sluqaju, konformna preslikavaǌa ne quvaju
geodezijske krugove. Zbog toga je K. Jano [129] uveo specijalnu klasu konformnih preslika-
vaǌa koja quvaju geodezijske krugove i nazvao ih koncirkularna preslikavaǌa. U generali-
sanoj Rimanovoj mnogostrukosti ova preslikavaǌa se uvode slede�om definicijom.

Definicija 4.5.1 [141] Konformno preslikavaǌe f : GRn → GRn je koncirkularno ako va�i
slede�i uslov

(
g

∇Xψ)(Y )− ψ(X)ψ(Y ) = ωg(X,Y ),

gde je ψ gradijentni kovektor dat jednaqinom (4.2.3), a ω je skalar.

Mi �emo posmatrati koncirkularna preslikavaǌa pri kojima se ne meǌa tenzor torzije.

Definicija 4.5.2 [141] Koncirkularno preslikavaǌe f : GRn → GRn je ekvitorziono kon-
cirkularno preslikavaǌe ako su tenzori torzije mnogostrukosti GRn i GRn jednaki u odgo-
varaju�im taqkama.

Isto kao i kod ET-konformnih preslikavaǌa, i ovde �emo koristiti skra�eni naziv
ET-koncirkularno preslikvaǌe. Prethodna definicija se mo�e zapisati u slede�em ekvi-
valentnom obliku.
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4.6. Nove invarijante za ET-koncirkularno preslikavaǌe

Definicija 4.5.3 ET-konformno preslikavaǌe f : GRn → GRn je ET-koncirkularno pre-
slikavaǌe ako va�i slede�i uslov

(
g

∇Xψ)(Y )− ψ(X)ψ(Y ) = ωg(X,Y ),

gde je ψ gradijentni kovektor dat jednaqinom (4.2.3), a ω je skalar.

ET-konformnu koneksiju ∇ koja zadovoǉava prethodni uslov �emo zvati ET-

koncirkularna koneksija. U [141] su pomo�u linearno nezavisnih tenzora krivine
θ
K,

θ = 1, 2, . . . , 5, odre�eni linearno nezavisni tenzori koji su invarijantni pri ET-
koncirkularnom preslikavaǌu generalisane Rimanove mnogostrukosti GRn.

Teorema 4.5.1 [141] ET-koncirkularni tenzori krivine θ vrste
θ
Z, θ = 1, 2, ..., 5, koji su dati

jednaqinama

1

Z(X,Y )Z =
1

K(X,Y )Z+

1

k

n(n− 1)
(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X)− 1

4n
(λ(T (Y,Z))X + 2λ(Z)T (X,Y ))

+
1

4n
(λ(T (X,Z))Y + 2T (X,Y, Z)L− g(X,Z)T (Y,L) + g(Y,Z)T (X,L)),

(4.5.1)

3

Z(X,Y )Z =
3

K(X,Y )Z +

3

k

n(n− 1)
(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X) +

1

2n
(λ(X)T (Y,Z) + λ(Y )T (X,Z))

− 1

4n
(T (Y, Z, L)X+ T (X,Z,L)Y +g(X,Z)T (Y,L)+ 2g(X,Y )T (L,Z)+ g(Y,Z)T (X,L)),

(4.5.2)

β

Z(X,Y )Z =
β

K(X,Y )Z +

β

k

n(n− 1)
(g(X,Z)Y − g(Y,Z)X), β = 2, 4, 5, (4.5.3)

su invarijantni pri transformaciji koneksija ∇ → ∇, gde je ∇ ET-koncirkularna koneksija.

Napomena 4.5.1 Uslov koncirkularnog preslikavaǌa se mo�e predstaviti i u obliku

Hessφ− dφ⊗ dφ = ωg,

gde Hess oznaqava Hesijan funkcije, tj. dvostruki kovarijantni izvod funkcije.

4.6 Nove invarijante za ET-koncirkularno preslikavaǌe

Na osnovu ET-koncirkularnih tenzora krivine pokaza�emo da su neki tenzori Ajnxtajnovog
tipa invarijantni za ET-koncirkularno preslikavaǌe, dok ostali predstavǉaju komponentu
invarijantnih objekata za pomenuto preslikavaǌe.

Teorema 4.6.1 Tenzori

α
Z(X,Y ) =

α
E(X,Y )− n− 4

4n
λ(T (X,Y )) i

β

E(X,Y ), α = 1, 3, β = 2, 4, 5, (4.6.1)

su invarijantni pri transformaciji ∇ → ∇, gde je ∇ ET-koncirkularna koneksija, a
θ
E su ten-

zori Ajnxtajnovog tipa θ vrste, θ = 1, 2, . . . , 5, dati sa (4.3.7).

Dokaz: Kontrakcijom po X u jednaqini (4.5.1) dobijamo

1
Z(Y,Z) =

1
S(Y, Z)−

1
k

n
g(Y, Z) +

1

4n
((3− n)λ(T (Y,Z))− T (Y, L, Z)) ,
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gde je
1
Z(Y,Z) = trace{X →

1
Z(X,Y )Z}, Ako sada iskoristimo totalnu anti-simetriqnost

tenzora torzije posmatrane koneksije, tj. T (X,Y, Z) = −T (X,Z, Y ), tada dobijamo

1
Z(Y,Z) =

1
E(Y, Z)− n− 4

4n
λ(T (Y,Z)). (4.6.2)

Na osnovu qiǌenice da je ET-koncirkularni tenzor krivine prve vrste
1
Z invarijantan pri

transformaciji ∇ → ∇, gde je ∇ Ajzenhartova koneksija, a ∇ ET-koncirkularna koneksija,
imamo jednaqinu

1

Z(X,Y )Z =
1
Z(X,Y )Z,

odakle nakon kontrakcije po X, dobijamo

1

Z(Y, Z) =
1
Z(Y, Z),

gde je (0,2)-tenzor
1
Z dat jednaqinom (4.6.2), dok tenzor

1

Z ima isti takav oblik, ali u za-

visnosti od elemenata mnogostrukosti GRn. Dakle, zaista je tenzor
1
Z invarijantan pri

transformaciji ∇ → ∇.

Sliqno, tenzori Ajnxtajnovog tipa
β

E, β = 2, 4, 5, se dobijaju kontrakcijom odgovaraju�ih

ET-koncirkularnih tenzora krivine
β

Z, tj. va�i

β

E(Y,Z) = trace{X →
β

Z(X,Y )Z},

dok se tenzor
3
Z dobija kontrakcijom ET-koncirkularnog tenzora krivine tre�e vrste

3
Z. □

Na osnovu jednakosti tenzora Ajnxtajnovog tipa prve i tre�e vrste, direktno dobijamo
narednu posledicu.

Posledica 4.6.1 Tenzori
1
Z i

3
Z, dati jednaqinom (4.6.1), su jednaki.

S obzirom na to da su tenzori Ajnxtajnovog tipa bez traga i da je kontrakcija tenzora

torzije T jednaka nuli, zakǉuqujemo da su i tenzori
1
Z i

3
Z tako�e bez traga, xto implicira

da su svi ET-koncirkularni tenzori bez traga.
Poxto se tenzori Ajnxtajnovog tipa (4.3.7) dobijaju i kontrakcijom tenzora krivine

Ajnxtajnovog tipa, koji su dati jednaqinom (4.4.1), prirodno je da ispitamo i ǌihovu ulogu
pri ET-koncirkularnom preslikavaǌu.

Teorema 4.6.2 Tenzori krivine Ajnxtajnovog tipa
β

E(X,Y )Z, β = 2, 4, 5, su invarijantni pri
transformaciji koneksija ∇ → ∇, gde je ∇ ET-koncirkularna koneksija.

Dokaz: Prema prethodnoj teoremi, pri transformaciji ∇ → ∇ va�i

β

E =
β

E, β = 2, 4, 5, (4.6.3)

odakle sledi da za ǌihove pridru�ene (1,1)-tenzore va�i jednakost

β

E = e−2φ
β
E, (4.6.4)
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4.7. ET-konformna preslikavaǌa koja quvaju invarijante ET-koncirkularnog preslikavaǌa

gde je
β

E(X,Y ) = g(
β

EX,Y ) i
β

E(X,Y ) = g(
β
EX,Y ). Tenzori krivine Ajnxtajnovog tipa

β

E(X,Y )Z
mnogostrukosti GRn, β = 2, 4, 5, su dati jednaqinom

β

E(X,Y )Z =
1

n− 2
(
β

E(Y,Z)X −
β

E(X,Z)Y + g(Y,Z)
β

EX − g(X,Z)
β

EY ).

Uzimaju�i u obzir jednaqine koje va�e za ET-koncirkularno preslikavaǌe, tj. (4.2.2),
(4.6.3) i (4.6.4), dobijamo

β

E(X,Y )Z =
1

n− 2
(
β

E(Y,Z)X −
β

E(X,Z)Y + e2φg(Y, Z)e−2φ
β
EX − e2φg(X,Z)e−2φ

β
EY )

=
β

E(X,Y )Z,

gde su
β

E tenzori krivine Ajnxtajnovog tipa mnogostrukosti GRn i iz posledǌe jednaqine
vidimo da se oni ne meǌaju pri transformaciji ∇ → ∇, gde je ∇ ET-koncirkularna kone-
ksija. □

Ako je mnogostrukost qetvorodimenzionalna, tada iz (4.6.1) imamo da je
α
Z =

α
E, α = 1, 3,

xto implicira naredno tvr�eǌe za generalisanu Rimanovu mnogostrukost GR4.

Teorema 4.6.3 ET-koncirkularno preslikavaǌe f : GR4 → GR4 quva tenzore Ajnxtajnovog

tipa
θ
E, θ = 1, 2, . . . , 5.

Direktna posledica prethodne teoreme je slede�a tvrdǌa.

Posledica 4.6.2 ET-koncirkularno preslikavaǌe f : GR4 → GR4 quva (1,3)-tenzore krivine

Ajnxtajnovog tipa
θ
E, θ = 1, 2, . . . , 5.

Korix�eǌem jednaqine ET-konformnih tenzora krivine (4.2.7), jednaqine ET-koncir-
kularnih tenzora krivine (4.5.3) i jednaqine tenzora krivine Ajnxtajnovog tipa (4.4.1),
mo�emo dobiti relaciju za ǌihovu me�usobnu zavisnost.

Teorema 4.6.4 ET-konformni tenzori krivine, ET-koncirkularni tenzori krivine i tenzori
krivine Ajnxtajnovog tipa β vrste, zadovoǉavaju slede�e relacije

β

C(X,Y )Z =
β

Z(X,Y )Z −
β

E(X,Y )Z, β = 2, 4, 5.

4.7 ET-konformna preslikavaǌa koja quvaju invarijante ET-
koncirkularnog preslikavaǌa

Mnogi autori su prouqavali preslikavaǌa koja quvaju Ajnxtajnov tenzor (2.2.34) u Ri-
manovoj mnogostrukosti [22–24,70] i to nas je motivisalo da istra�imo ET-konformna pre-
slikavaǌa koja quvaju tenzore Ajnxtajnovog tipa (4.3.7). U [85] su saopxteni rezultati o
kompoziciji konformnih i geodezijskih preslikavaǌa generalisanih Rimanovih mnogostru-
kosti koja quvaju neke tenzore, me�u kojima je i Ajnxtajnov tenzor.

U narednim tvr�eǌima, navodimo poznate rezultate koji va�e za konformno i koncirku-
larno preslikavaǌe Rimanove mnogostrukosti.

Teorema 4.7.1 [22] Konformno preslikavaǌe izme�u dve Rimanove mnogostrukosti je kon-
cirkularno ako i samo ako quva Ajnxtajnov tenzor (2.2.34).
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Koncirkularni tenzor krivine (1.7.4) je invarijantan pri koncirkularnom preslikavaǌu
(pseudo-)Rimanovih mnogostrukosti i prethodna teorema implicira slede�e tvr�eǌe.

Posledica 4.7.1 [70] Konformno preslikavaǌe izme�u dve Rimanove mnogostrukosti je kon-
cirkularno ako i samo ako quva koncirkularni tenzor krivine.

U nastavku, dajemo uopxteǌa prethodnih tvr�eǌa za ET-konformna i ET-koncirkularna
preslikavaǌa generalisanih Rimanovih mnogostrukosti.

Teorema 4.7.2 ET-konformno preslikavaǌe f : GRn → GRn je ET-koncirkularno ako i samo ako

preslikavaǌe f quva tenzor
1
Z, koji je dat jednaqinom (4.6.1).

Dokaz: Ako je ET-konformno preslikavaǌe ET-koncirkularno tada je tenzor
1
Z invarijantan

pri tom preslikavaǌu (Teorema 4.6.1).

Obrnuto, pretpostavimo da ET-konformno preslikavaǌe quva tenzor
1
Z, tj. da pri ET-

konformnom preslikavaǌu f : GRn → GRn va�i

1
Z =

1

Z,

xto je ekvivalentno sa jednaqinom

1
E(X,Y )− n− 4

4n
λ(T (X,Y )) =

1

E(X,Y )− n− 4

4n
λ(T (X,Y )).

Poxto pri ovom preslikavaǌu mnogostrukosti GRn i GRn imaju jednake torzije, tj. poxto
va�i T = T , daǉe imamo

1

E(X,Y )−
1
E(X,Y )− n− 4

4n
(λ(T (X,Y ))− λ(T (X,Y ))) = 0.

Uzimaju�i u obzir izraz tenzora Ajnxtajnovog tipa prve vrste (4.3.7), prethodna jedna-
qina se mo�e zapisati kao

1

S(X,Y )−
1
S(X,Y )− n− 4

4n
(λ(T (X,Y ))− λ(T (X,Y ))) =

1

n
(
1

kg(X,Y )−
1
kg(X,Y )). (4.7.1)

Pri ET-konformnom preslikavaǌu, za Riqijeve tenzore
1
S i

1

S i skalare krivine
1
k i

1

k
va�e naredne relacije (za vixe detaǉa videti rad [114] ili Sekciju 3.3 u [141])

1

S(X,Y ) =
1
S(X,Y )− (n− 2)M(X,Y )− ag(X,Y ) +

n− 4

2
ψ(T (X,Y ))

=
1
S(X,Y )− (n− 2)M(X,Y )− ag(X,Y ) +

n− 4

4n
(λ(T (X,Y ))− λ(T (X,Y ))),

(4.7.2)

i

e2φ
1

k =
1
k − b, (4.7.3)

gde su a i b skalari dati jednaqinama

a =
g

△φ+ (n− 2)ψ(U), b = 2(n− 1)
g

△φ+ (n− 1)(n− 2)ψ(U), (4.7.4)

pri qemu
g

△ oznaqava Laplasov operator, a (0,2)-tenzor M je dat sa

M(X,Y ) = (
g

∇Xψ)(Y )− ψ(X)ψ(Y ). (4.7.5)
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Na osnovu jednaqine (4.7.2), tenzor M se mo�e izraziti u slede�em obliku

M(X,Y ) = − 1

n− 2
(
1

S(X,Y )−
1
S(X,Y )− n− 4

4n
(λ(T (X,Y ))− λ(T (X,Y )))− a

n− 2
g(X,Y ).

Zamenom izraza (4.7.1) u prethodnu jednaqinu, dobijamo

M(X,Y ) = − 1

n(n− 2)
(
1

kg(X,Y )−
1
kg(X,Y ))− a

n− 2
g(X,Y ).

Ako iskoristimo jednaqine (4.2.1) i (4.7.3), daǉe sledi

M(X,Y ) = ωg(X,Y ), (4.7.6)

gde je ω skalar dat jednaqinom

ω =
b− an

n(n− 2)
=
m

n
, (4.7.7)

a m je trag tenzora M . Imaju�i na umu Definiciju 4.5.3 i jednaqinu (4.7.5), zakǉuqujemo
da relacija (4.7.6) jeste uslov za ET-koncirkularno preslikavaǌe, odnosno tom jednaqinom

smo dokazali da je ET-konformno preslikavaǌe koje quva tenzor
1
Z zaista ET-koncirkularno.

Tvr�eǌe smo dokazali u oba smera, qime je dokaz zavrxen. □

Poxto su tenzori
1
Z i

3
Z jednaki, jasno je da prethodna teorema va�i i za tenzor

3
Z. U

narednoj teoremi pokazujemo ulogu tenzora Ajnxtajnovog tipa
2
E,

4
E i

5
E pri ET-konformnom

preslikavaǌu.

Teorema 4.7.3 ET-konformno preslikavaǌe f : GRn → GRn je ET-koncirkularno ako i samo ako

preslikavaǌe f quva tenzore Ajnxtajnovog tipa
β

E, koji su dati jednaqinom (4.3.7), β = 2, 4, 5.

Dokaz: Ovu teoremu �emo dokazati za tenzor
2
E. Ako je ET-konformno preslikavaǌe ET-

koncirkularno, tada je tenzor Ajnxtajnovog tipa druge vrste invarijantan pri tom pres-
likavaǌu (Teorema 4.6.1).

Obrnuto, pretpostavimo da ET-konformno preslikavaǌe quva tenzor Ajnxtajnovog tipa

druge vrste
2
E, tj. da pri ET-konformnom preslikavaǌu va�i

2
E =

2

E.

Nakon zamene izraza za tenzore Ajnxtajnovog tipa druge vrste (4.3.7) mnogostrukosti GRn

i GRn, imamo narednu relaciju

2

S(X,Y )−
2
S(X,Y ) =

1

n
(
2

kg(X,Y )−
2
kg(X,Y )). (4.7.8)

Pri ET-konformnom preslikavaǌu, za Riqijeve tenzore
2
S i

2

S i skalare krivine
2
k i

2

k
va�e naredne relacije (Sekcija 3.3 u [141])

2

S(X,Y ) =
2
S(X,Y )− (n− 2)M(X,Y )− ag(X,Y ), (4.7.9)

i

e2φ
2

k =
2
k − b, (4.7.10)
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gde su a i b skalari dati jednaqinom (4.7.4), a M je (0,2)-tenzor dat sa (4.7.5). Na osnovu
jednaqine (4.7.9), dobija se

M(X,Y ) = − 1

n− 2
(
2

S(X,Y )−
2
S(X,Y ))− a

n− 2
g(X,Y ). (4.7.11)

Zamenom (4.7.8) u jednaqinu (4.7.11), uz korix�eǌe jednaqine (4.2.1) i (4.7.10), dobijamo
da je

M(X,Y ) = ωg(X,Y ),

gde je ω skalar dat sa (4.7.7). Ovim smo dokazali teoremu. □
Na osnovu prethodne dve teoreme, Teoreme 4.5.1 i 4.6.1 imamo direktnu posledicu.

Posledica 4.7.2 ET-konformno preslikavaǌe f : GRn → GRn je ET-koncirkularno ako i samo

ako preslikavaǌe f quva ET-koncirkularne tenzore krivine
θ
Z, θ = 1, 2, . . . , 5, date jednaqinama

(4.5.1) - (4.5.3).

Dakle, u prethodnom delu smo videli da ET-konformno preslikavaǌe quva tenzore Ajn-
xtajnovog tipa druge, qetvrte i pete vrste kada je to preslikavaǌe ET-koncirkularno, xto
nije sluqaj sa tenzorom Ajnxtajnovog tipa prve vrste. Na kraju, dajemo uslove pri kojima
ET-konformno preslikavaǌe quva tenzor Ajnxtajnovog tipa prve vrste.

Teorema 4.7.4 ET-konformno preslikavaǌe f : GRn → GRn quva tenzor Ajnxtajnovog tipa

prve vrste
1
E ako i samo ako je n = 4 ili ψ(T (X,Y )) = 0.

Dokaz: Neka je f : GRn → GRn ET-konformno preslikavaǌe. Tada za Riqijev tenzor
1
S

i za skalar krivine
1
k va�e jednaqine (4.7.2) i (4.7.3). Ako krenemo od izraza za tenzor

Ajnxtajnovog tipa prve vrste
1
E i ako koristimo jednaqine (4.7.2) i (4.7.3), imamo

1
E(X,Y ) =

1
S(X,Y )−

1
k

n
g(X,Y )

=
1

S(X,Y ) + (n− 2)M(X,Y ) + ag(X,Y )− n− 4

2
ψ(T (X,Y ))− 1

n
(e2φ

1

k + b)g(X,Y ).

Uzimaju�i u obzir jednaqinu (4.2.1), daǉe sledi

1
E(X,Y ) =

1

S(X,Y )−

1

k

n
g(X,Y ) + (n− 2)M(X,Y ) +

an− b

n
g(X,Y )− n− 4

2
ψ(T (X,Y ))

=
1

E(X,Y ) + (n− 2)M(X,Y )− m(n− 2)

n
g(X,Y )− n− 4

2
ψ(T (X,Y )),

(4.7.12)

pri qemu smo iskoristili da je an− b = −m(n− 2) (na osnovu jednaqine (4.7.4)).
Ako sada pretpostavimo da ET-konformno preslikavaǌe f quva tenzor Ajnxtajnovog tipa

prve vrste
1
E, tada je

1
E =

1

E, pa iz jednaqine (4.7.12) dobijamo

M(X,Y ) =
m

n
g(X,Y ) +

n− 4

2(n− 2)
ψ(T (X,Y )). (4.7.13)

Konaqno, s obzirom na to da je tenzorM(X,Y ) simetriqan (jer je ψ gradijentni kovektor),
prethodna relacije je mogu�a ako i samo ako je n = 4 ili ψ(T (X,Y )) = 0. □

Na osnovu relacije (4.7.13) lako dobijamo narednu posledicu.

Posledica 4.7.3 Ako ET-konformno preslikavaǌe f : GR4 → GR4 quva tenzor Ajnxtajnovog

tipa prve vrste
1
E tada je preslikavaǌe ET-koncirkularno.

Na osnovu jednakosti tenzora Ajnxtajnovog tipa prve i tre�e vrste, jasno je da prethodna

dva tvr�eǌa va�e i za tenzor
3
E.

104



4.8. Ekvitorziono konharmonijsko preslikavaǌe

4.8 Ekvitorziono konharmonijsko preslikavaǌe

U opxtem sluqaju, konformna preslikavaǌa ne quvaju harmoniqnost funkcije. Zbog toga je
u radu [53] odre�en uslov pri kome konformno preslikavaǌe quva harmoniqnost funkcije i
definisano je konharmonijsko preslikavaǌe. Ovo nas je motivisalo da ispitamo ponaxaǌe
harmonijske funkcije pri ET-konformnom preslikaǌu generalisane Rimanove mnogostruko-
sti sa Ajzenhartovom koneksijom.

Funkcija ϕ je harmonijska ako nestaje ǌen Laplasijan, tj. ako va�i
g

△ϕ = div(gradϕ) = 0,
odnosno u lokalnim koordinatama

g

△ϕ = gpq
g

∇q

g

∇pϕ = 0.

Proveri�emo najpre da li se quva harmoniqnost funkcije pri transformaciji Levi-Qivita

koneksije na Ajzenhartovu koneksiju (4.1.1) i u tu svrhu �emo sa
∗
△ϕ oznaqiti Laplasov

operator u odnosu na Ajzenhartovu koneksiju, odnosno lokalno

∗
△ϕ = gpq∇q∇pϕ.

Lako se uveravamo da va�i
∗
△ϕ =

g

△ϕ,

gde smo iskoristili da je T (ei, ei, Y ) = 0, tj. u indeksnom zapisu gpqT i
pq = 0. Na ovaj naqin

smo pokazali da se harmoniqnost funkcije quva pri transformaciji koneksija
g

∇ → ∇, tj.
dokazali smo narednu teoremu.

Teorema 4.8.1 Pri transformaciji Levi-Qivita koneksije na Ajzenhartovu koneksiju quva se
harmoniqnost funkcije.

Ako sa
∗
△ oznaqimo Laplasov operator u odnosu na ET-konformnu koneksiju (4.2.4), tj.

lokalno
∗
△ϕ = gpq∇q∇pϕ, tada za funkciju ϕ pri ET-konformnom preslikavaǌu imamo

∗
△ϕ = e−2φ(

g

△ϕ+ (n− 2)g(gradφ, gradϕ)),

pri qemu smo uzeli u obzir i prethodnu teoremu. Odavde vidimo da ET-konformno pre-
slikavaǌe ne quva harmoniqnost funkcije, osim u sluqaju kada su vektori gradφ i gradϕ
ortogonalni, tj. kada va�i g(gradφ, gradϕ) = 0, qime se dokazuje naredna teorema.

Teorema 4.8.2 Neka je ϕ harmonijska funkcija. ET-konformno preslikavaǌe f : GRn → GRn

quva harmoniqnost funkcije ϕ ako i samo ako su vektori gradφ i gradϕ ortogonalni.

Napomena 4.8.1 U prethodnom delu smo pod diferenciraǌe ∇ podrazumevali kovarijantno
diferenciraǌe prve vrste u odnosu na Ajzenhartovu koneksiju. Laplasov operator se mo�e
definisati i pomo�u kovarijantnog diferenciraǌa druge vrste u odnosu na Ajzenhartovu kone-
ksiju, odnosno pomo�u dualne koneksije Ajzenhartove koneksije (4.1.1), ali se i u tom sluqaju
dobijaju isti rezultati.

U radu [53] je posmatrana funkcija

ϕ = e2cφϕ, (4.8.1)

gde je c = const. i utvr�eno je pri kojim uslovima konformno preslikavaǌe Rimanovih mnogo-
strukosti quva ǌenu harmoniqnost. Na taj naqin je definisano konharmonijsko preslikava-
ǌe. Mi �emo sada proveriti pod kojim uslovima ET-konformno preslikavaǌe generalisanih
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Rimanovih mnogostrukosti quva ǌenu harmoniqnost. Za funkciju ϕ pri ET-konformnom
preslikavaǌu imamo

∗
△ ϕ =e2(c−1)φ(

∗
△ϕ+ 2cϕ

∗
△φ+ (4c+ n− 2)g(gradφ, gradϕ) + 2c(2c+ n− 2)ϕg(gradφ, gradφ)).

Ako uzmemo u obzir Teoremu 4.8.1, dobijamo

∗
△ ϕ = e2(c−1)φ(

g

△ϕ+ 2cϕ
g

△φ+ (4c+ n− 2)g(gradφ, gradϕ) + 2c(2c+ n− 2)ϕg(gradφ, gradφ)).

Uzmimo da je c = 2−n
4 i da je ϕ harmonijska funkcija u odnosu na Levi-Qivita koneksiju.

Tada imamo
∗
△ ϕ =

2− n

2
ϕe−

n+2
2

φ(
g

△φ+
n− 2

2
g(gradφ, gradφ)).

Teorema 4.8.3 Neka je ϕ harmonijska funkcija i c = 2−n
4 . Funkcija ϕ definisana sa (4.8.1) je

harmonijska na mnogostrukosti GRn ako i samo ako va�i

g

△φ+
n− 2

2
g(gradφ, gradφ) = 0. (4.8.2)

Sada �emo definisati specijalno ET-konformno preslikavaǌe.

Definicija 4.8.1 ET-konformno preslikavaǌe f : GRn → GRn koje zadovoǉava uslov (4.8.2)
se naziva ekvitorziono konharmonijsko preslikavaǌe.

ET-konformnu koneksiju ∇ sa uslovom (4.8.2) �emo zvati ET-konharmonijska koneksija.

4.9 Invarijante za ET-konharmonijsko preslikavaǌe

U radu [53] je odre�en konharmonijski tenzor krivine (1.7.3), koji je invarijantan pri kon-
harmonijskom preslikavaǌu (pseudo-)Rimanovih mnogostrukosti. Korix�eǌem linearno
nezavisnih tenzora krivine mo�emo odrediti geometrijske objekte koji se ne meǌaju pri
ET-konharmonijskom preslikavaǌu generalisane Rimanove mnogostrukosti sa Ajzenharto-
vom koneksijom.

Teorema 4.9.1 Tenzori
θ
H, θ = 1, 2, ..., 5, dati jednaqinama

1
H(X,Y )Z =

1
K(X,Y )Z − 1

n− 2
(
1
S(Y, Z)X −

1
S(X,Z)Y + g(Y,Z)

1
KX − g(X,Z)

1
KY )

+
1

2n(n− 2)
(λ(T (X,Z))Y − λ(T (Y, Z))X + g(Y,Z)T (X,L)− g(X,Z)T (Y,L))

+
1

2n
(T (X,Y, Z)L− λ(Z)T (X,Y )),

(4.9.1)

3
H(X,Y )Z =

3
K(X,Y )Z − 1

n− 2
(
3
S(Y, Z)X −

3
S(X,Z)Y + g(Y,Z)

3
KX − g(X,Z)

3
KY )

+
1

2n
(g(X,Y )T (Z,L)−g(Y,Z)T (X,L)+λ(X)T (Y,Z)+λ(Y )T (X,Z)−λ(T (X,Z))Y )

+
1

2n(n− 2)
(λ(T (X,Z))Y − λ(T (Y, Z))X + g(Y,Z)T (X,L)− g(X,Z)T (Y,L)),

(4.9.2)

β

H(X,Y )Z =
β

K(X,Y )Z− 1

n− 2
(
β

S(Y,Z)X−
β

S(X,Z)Y + g(Y,Z)
β
KX− g(X,Z)

β
KY ), β = 2, 4, 5, (4.9.3)

su invarijantni pri transformaciji koneksija ∇ → ∇, gde je ∇ ET-konharmonijska koneksija.
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Dokaz: Dokaz �emo izvesti za tenzor
3
H. Pri ET-konformnom preslikavaǌu, za tenzore

krivine
3
K i

3

K i Riqijeve tenzore
3
S i

3

S va�e naredne relacije (videti rad [114] ili
Sekciju 3.3 u [141])

3

K(X,Y )Z =
3
K(X,Y )Z +M(X,Z)Y −M(Y,Z)X − g(Y,Z)MX + g(X,Z)MY − ψ(X)T (Y, Z)

− ψ(Y )T (X,Z)+
1

2
(ψ(T (Y, Z))X+ ψ(T (X,Z))Y )+ (g(X,Z)Y − g(Y,Z)X)ψ(U)

+
1

2
(g(X,Z)T (Y,U) + g(Y, Z)T (X,U) + 2g(X,Y )T (U,Z)),

(4.9.4)

3

S(X,Y ) =
3
S(X,Y )− (n− 2)M(X,Y )− (

g

△φ+ (n− 2)ψ(U))g(X,Y ) +
n− 4

2
ψ(T (X,Y )), (4.9.5)

gde je M tenzor dat sa (4.7.5), a M je ǌegov pridru�eni (1,1)-tenzor, tj. M(X,Y ) = g(MX,Y ).
Ako je preslikavaǌe ET-konharmonijsko, tada na osnovu relacije (4.8.2), koja se mo�e za-

pisati pomo�u ψ i U u obliku 2
g

△φ+ (n− 2)ψ(U) = 0, i na osnovu (4.9.5), imamo

3

S(X,Y ) =
3
S(X,Y )− (n− 2)M(X,Y )− n− 2

2
ψ(U)g(X,Y ) +

n− 4

2
ψ(T (X,Y )),

odakle se dobija

M(X,Y ) =
1

n− 2
(
3
S(X,Y )−

3

S(X,Y ))− 1

2
ψ(U)g(X,Y ) +

n− 4

2(n− 2)
ψ(T (X,Y )). (4.9.6)

Ako uzmemo u obzir narednu relaciju [113]

T (X,U)g(Y, Z) =
1

2n
(T (X,L)g(Y,Z)− T (X,L)g(Y,Z)),

zamenom jednaqina (4.2.3) i (4.9.6) u (4.9.4), nakon razdvajaǌa elemenata osnovnih tenzora
G i G, dobijamo

3

K(X,Y )Z − 1

n− 2
(
3

S(Y,Z)X −
3

S(X,Z)Y + g(Y,Z)
3

KX − g(X,Z)
3

KY )

+
1

2n
(g(X,Y )T (Z,L)−g(Y,Z)T (X,L)+λ(X)T (Y,Z)+λ(Y )T (X,Z)−λ(T (X,Z))Y )

+
1

2n(n− 2)
(λ(T (X,Z))Y − λ(T (Y,Z))X + g(Y,Z)T (X,L)− g(X,Z)T (Y, L))

=
3
K(X,Y )Z − 1

n− 2
(
3
S(Y,Z)X −

3
S(X,Z)Y + g(Y, Z)

3
KX − g(X,Z)

3
KY )

+
1

2n
(g(X,Y )T (Z,L)−g(Y,Z)T (X,L)+λ(X)T (Y,Z)+λ(Y )T (X,Z)−λ(T (X,Z))Y )

+
1

2n(n− 2)
(λ(T (X,Z))Y − λ(T (Y,Z))X + g(Y,Z)T (X,L)− g(X,Z)T (Y,L)),

(4.9.7)

odnosno
3

H(X,Y )Z =
3
H(X,Y )Z

gde je
3

H(X,Y )Z leva strana jednaqine (4.9.7), a
3
H(X,Y )Z desna strana jednaqine (4.9.7).

Ovim smo pokazali da je tenzor
3
H invarijantan pri ET-konharmonijskom preslikavaǌu

f : GRn → GRn, tj. pri transformaciji ∇ → ∇, gde je ∇ ET-konharmonijska koneksija
□

Ime tenzora odre�enih u prethodnoj teoremi formalno uvodimo narednom definicijom.
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Glava 4. Ajzenhartova koneksija

Definicija 4.9.1 Tenzori
θ
H se nazivaju ET-konharmonijski tenzori krivine θ vrste, θ =

1, 2, . . . , 5.

Ako uvedemo slede�e (0,2)-tenzore

θ
H(Y, Z) = trace{X →

θ
H(X,Y )Z}, (4.9.8)

tada se kontrakcijom po X u jednaqinama (4.9.1)-(4.9.3) dokazuje naredna teorema.

Teorema 4.9.2 Tenzori

θ
H(X,Y ) = −

θ
k

n− 2
g(X,Y ), θ = 1, 2, . . . , 5, (4.9.9)

su invarijanti pri transformaciji ∇ → ∇, gde je ∇ ET-konharmonijska koneksija.

Za skalare krivine
3
k i

3

k pri ET-konformnom preslikavaǌu va�e naredne relacije [141]

e2φ
3

k =
3
k − 2(n− 1)(

g

△φ+
n− 2

2
ψ(U)). (4.9.10)

Ako je preslikavaǌe ET-konharmonijsko, tada na osnovu relacije (4.8.2), iz posledǌe je-
dnaqine dobijamo

e2φ
3

k =
3
k. (4.9.11)

Ako prethodnu jednaqinu pomno�imo sa generalisanom metrikom G dobijamo da je

3

k G =
3
kG,

odnosno, tenzor
3
G =

3
kG je invarijantan pri ET-konharmonijskom preslikavaǌu. Stoga,

mo�e se dokazati validnost naredne teoreme.

Teorema 4.9.3 Tenzori
θ
G =

θ
kG, θ = 1, 2, . . . , 5 su invarijantni pri transformaciji koneksija

∇ → ∇, gde je ∇ ET-konharmonijska koneksija.

Kako je tenzor M simetriqan, anti-simetrizacijom jednaqine (4.9.6) dobijamo

3
S(X,Y )−

3
S(Y,X)−

3

S(X,Y ) +
3

S(Y,X) + (n− 4)ψ(T (X,Y )) = 0,

odakle je

3

S(X,Y )−
3

S(Y,X)− n− 4

2n
λ(T ((X,Y ))) =

3
S(X,Y )−

3
S(Y,X)− n− 4

2n
λ(T (X,Y )).

Na osnovu ove jednaqine vidimo da je tenzor

3
S(X,Y )−

3
S(Y,X)− n− 4

2n
λ(T (X,Y ))

invarijantan pri ET-konharmonijskom preslikavaǌu. Iz jednaqine (4.1.9) dobijamo

3
S(X,Y )−

3
S(Y,X) = (divT )(X,Y ),

i time smo dokazali narednu teoremu.
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4.9. Invarijante za ET-konharmonijsko preslikavaǌe

Teorema 4.9.4 Tenzor

B(X,Y ) = (divT )(X,Y )− n− 4

2n
λ(T (X,Y ))

je invarijantan za transformaciju ∇ → ∇, gde je ∇ ET-konharmonijska koneksija.

Napomena 4.9.1 Prethodna teorema se mo�e dobiti i na osnovu relacije (4.9.5), xto znaqi
da va�i i za ET-konformno preslikavaǌe.

U narednoj teoremi �emo predstaviti zavisnost ET-konformnih i ET-konharmonijskih
tenzora krivine.

Teorema 4.9.5 ET-konformni tenzori krivine i ET-konharmonijski tenzori krivine zadovo-
ǉavaju slede�u relaciju

θ
C(X,Y )Z =

θ
H(X,Y )Z +

1

n− 1

(
θ
H(X,Z)Y −

θ
H(Y,Z)X

)
, θ = 1, 2, . . . , 5.

Dokaz: Na osnovu jednaqina ET-konformnih tenzora krivine (4.2.5)-(4.2.7) i jednaqina
(4.9.1)-(4.9.3), (4.9.9), lako se mogu dokazati date relacije. □
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Zakǉuqak

U ovoj disertaciji smo se bavili koneksijama sa torzijom na raznim mnogostrukostima.
Prvo smo prouqavali koncirkularnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju na pseudo-Rima-
novoj mnogostrukosti. Polaze�i od jednaqina linearno nezavisnih tenzora krivine odre-
dili smo tenzore koji se poklapaju sa Vejlovim projektivnim tenzorom, a u tri sluqaja
smo odredili i tenzore koincidentne sa koncirkularnim tenzorom krivine, qime smo do-
bili nove uslove da posmatrana mnogostrukosti bude projektivno i koncirkularno ravna.
Korix�eǌem tenzora Ajnxtajnovog tipa, u odnosu na koncirkularnu polu-simetriqnu met-
riqku koneksiju smo definisali posebne klase mnogostrukosti i dokazali smo da se one
svode na Ajxtajnove i kvazi-Ajnxtajnove mnogostrukosti. Ovo nas je motivisalo da pos-
matranu koneksiju primenimo na Lorencove mnogostrukosti, jer je idealan fluid primer
kvazi-Ajnxtajnove mnogostrukosti. Dokazali smo da Lorencova mnogostrukost sa koncirku-
larnom polu-simetriqnom metriqkom koneksijom qiji je generator jediniqni vremenski vek-
tor predstavǉa GRW prostor-vreme, a pomenuta koneksija se svodi na polu-simetriqnu
metriqku P -koneksiju. U GRW prostor-vremenu smo ustanovili da su tri tenzora krivine
uvek razliqita od nule. Prouqavali smo neke simetrije ovih tenzora i odredili potrebne
i dovoǉne uslove da GRW prostor-vreme bude Ajnxtajnova mnogostrukost, a odredili smo
i sluqajeve kada je skalar krivine konstantan. Idelan fluid sa posmatranom koneksijom
je Riqi pseudo-simetriqan konstantnog tipa. Primenom ove koneksije na teoriju rela-
tivnosti, videli smo da je naruxen jak uslov energije u idealnom fluidu koji zadovoǉava
Ajnxtajnovu jednaqinu bez kosmoloxke konstante, a zatim smo pokazali da je divergencija
tenzora energije-impulsa idealnog fluida za posmatranu koneksiju jednaka nuli samo u
sluqaju kada jednaqina staǌa predstavǉa fantomsku barijeru, odnosno graniqnu vrednost
za fantomsku tamnu energiju.

Ovo nas je navelo da uvedemo specijalnu polu-simetriqnu metriqku koneksiju qiji je
generator paralelan u odnosu na Levi-Qivita koneksiju, jer je u tom sluqaju divergencija
tenzora energije-impulsa idealnog fluida uvek jednaka nuli. Riqijev soliton u odnosu na
ovu koneksiju je stabilan i predstavǉa kvazi-Ajnxtajnovu mnogostrukost. Dokazali smo
da je Ajnxtajnova Lorencova mnogostrukost sa specijalnom polu-simetriqnom metriqkom
koneksijom Riqi ravna. Ako ixqezava tenzor krivine ove koneksije, tada je Lorencova mno-
gostrukost kvazi-konstantne krivine. Ovu koneksiju smo posmatrali u idealnom fluidu koji
zadovoǉava Ajnxtajnovu jednaqinu bez kosmoloxke konstante. Prvo smo odredili vrednost
jednaqine staǌa u proizvoǉnoj dimenziji, xto je impliciralo da je u qetvorodimenzional-
nom idealnom fluidu jednaqina staǌa jednaka −1

3 . Ovo je graniqna vrednost za naruxavaǌe
jakog uslova energije, odnosno graniqna vrednost za tamnu energiju.

Na kraju druge glave smo se bavili polu-simetriqnom koneksijom koja ima iste geodezij-
ske linije kao i Levi-Qivita koneksija. Takva koneksija se zove projektivna polu-simetri-
qna koneksija i ona nije metriqka. Polaze�i od jednaqina svih linearno nezavisnih tenzora
krivine u Rimanovoj mnogostrukosti sa tom koneksijom, odredili smo tenzore koji ne zavise
od ǌenog generatora i pokazali smo da se oni poklapaju sa Vejlovim projektivnim tenzorom
krivine, qime smo dobili nove uslove da posmatrana mnogostrukost bude projektivno ravna
ako oni ixqezavaju.

U tre�oj glavi smo predstavili qetvrt-simetriqnu metriqku A-koneksiju na generali-
sanim Rimanovim mnogostrukostima, a zatim smo ǌenim prouqavaǌem na skoro Hermitske i
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skoro kontaktne metriqke mnogostrukosti dobili Kelerove i ko-Kelerove mnogostrukosti,
xto je bila posledica paralelnosti (1,1)-tenzora A.

U Kelerovim mnogostrukostima smo prvo za svaki linearno nezavisni tenzor krivine
ispitali osobine koje zadovoǉava Rimanov tenzor krivine u tim mnogostrukostima. Pokaza-
lo se da to zavisi od uslova hibridnosti nekih veliqina koje zavise od generatora qetvrt-
simetriqne koneksije. Pored toga, posmatrali smo i tenzore koji ne zavise od pomenutog
generatora i na taj naqin smo u Kelerovim mnogostrukostima sa qetvrt-simetriqnom metri-
qkom koneksijom odredili relacije za Vejlov projektivni tenzor i holomorfno projektivni

tenzor krivine. Videli smo da tenzor
0
V predstavǉa linearnu kombinaciju Vejlovog pro-

jektivnog tenzora krivine i holomorfno projektivnog tenzora krivine, a tenzor
4
V je jednak

Vejlovom projektivnom tenzoru.
Jedan od razloga zaxto do sada nije prouqavana qetvrt-simetriqna A-metriqka kone-

ksija (3.1.4) u ko-Kelerovim mnogostrukostima je verovatno taj xto se ǌen tenzor krivine
poklapa sa Rimanovim tenzorom krivine, xto znaqi da su i sve ostale strukture koje se
formiraju pomo�u Rimanovog tenzora krivine invarijantne pri ovakvoj transformaciji
koneksija. Pokazali smo da se tako�e i tenzor krivine dualne koneksije za (3.1.4) pok-

lapa sa
g

R. Me�utim, utvrdili smo da su tri od ukupno xest linearno nezavisnih tenzora

krivine razliqiti od
g

R i uvek su razliqiti od nule, a tako�e su razliqiti od nule i
ǌihovi Riqijevi tenzori. Upravo ovo nam je omogu�ilo da pomenutu koneksiju prouqavamo
u ko-Kelerovim mnogostrukostima. Pomo�u ovih tenzora smo konstruisali tenzore koji su
koincidentni sa Vejlovim projektivnim tenzorom, qime smo dobili uslove da ǌihovo ixqe-
zavaǌe daje projektivno ravnu ko-Kelerovu mnogostrukost. Ovo nas je navelo i da ispitamo
kada je ko-Kelerova mnogostrukost projektivno ravna, pa smo dokazali da je ona projektivno
ravna ako i samo ako je ravna. S obzirom na to da su tri Riqijeva tenzora razliqita od
nule, zadali smo im malo slabije uslove i pokazali da se tada poklapaju sa η-Ajnxtajnovom
ko-Kelerovom mnogostrukox�u.

Na kraju tre�e glave smo dokazali egzistenciju qetvrt-simetriqne nemetriqke koneksije
(3.4.2), koja se daǉe mo�e posmatrati u (para-)kompleksnim i (para-)kontaktnim mnogostru-
kostima, a ve� je posmatrana na Sasakijevoj mnogostrukosti [110].

U okviru generalisanih Rimanovih mnogostrukosti sa Ajzenhartovom koneksijom smo
prouqavali klasu konformnih preslikavaǌa pri kojima se quva torzija i preslikavaǌa koja
se definixu pomo�u ǌih. Dekompozicijom invarijantnih tenzora krivine za ET-konformno
preslikavaǌe smo odredili tenzore krivine Ajnxtajnovog tipa, od kojih su tri algebarski
tenzori krivine i pritom su invarijantni za ET-koncirkularno preslikavaǌe, dok su u
sluqaju qetvorodimenzionalne mnogostrukosti invarijantni svi tenzori Ajnxtajnovog tipa.
Korix�eǌem ovih tenzora odredili smo potrebne i dovoǉne uslove da ET-konformno pre-
slikavaǌe bude ET-koncirkularno.

Na kraju smo definisali ET-konharmonijsko preslikavaǌe, kao specijalnu klasu ET-
konformnog preslikavaǌa koje quva harmoniqnost funkcije i odredili smo tenzore koji se
ne meǌaju pri takvom preslikavaǌu.

Budu�a istra�ivaǌa o posmatranim koneksijama se mogu zasnivati pre svega u nala�eǌu
primene prethodnih rezultata, kao xto smo to predstavili na Lorencovim, Kelerovim i ko-
Kelerovim mnogostrukostima, a mogu se ispitati i jox neke mnogostrukosti u konkretnoj
dimenziji. Interesantno �e biti proveriti koje jox mnogostrukosti koncirkularna polu-
simetriqna metriqka koneksija svodi na neke specijalne sluqajeve. Istra�ivaǌe o pos-
matranoj qetvrt-simetriqnoj metriqkoj koneksiji treba biti zavrxeno primenom na skoro
para-kompleksne i skoro para-kontaktne metriqke mnogostrukosti i to su zadaci za naredna
prouqavaǌa.

Interesanta su i istra�ivaǌa novih koneksija sa torzijom, kao xto smo predstavili ko-
neksiju (3.4.1), koja ostaje otvorena za prouqavaǌe za proizvoǉne razliqite realne brojeve
a i b, razliqite od nule, koja je u tom sluqaju nemetriqka. Mo�e se prouqavati i koneksija
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(3.4.1) koja umesto (1,1)-tenzora A, sadr�i proizvoǉan (1,1)-tenzor ϕ koji je pridru�en
proizvoǉnom (0,2)-tenzoru. Problemi koje smo prouqavali u ovoj disertaciji za metri-
qke koneksije mogu poslu�iti i kod razmatraǌa polu-simetriqnih i qetvrt-simetriqnih
nemetriqkih koneksija.

Xto se tiqe generalisanih Rimanovih mnogostrukosti sa Ajzenhartovom koneksijom,
mogu se proxiriti rezultati predstavǉeni u ovoj disertaciji. Na primer, mogu se de-
taǉnije ispitati qetvorodimenzionalne mnogostrukosti sa nekim specijalnim tipom metri-
ke. Tako�e, budu�i pravci istra�ivaǌa mogu i�i ka definisaǌu jox nekih tipova ET-
konformnih preslikavaǌa, kao i ka prouqavaǌu jox nekog preslikavaǌa koje quva tenzore
Ajnxtajnovog tipa.
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[81] C. Özgür, On Ricci solitons with a semi-symmetric metric connection, Filomat, 35(11), (2021),
3635-3641.

[82] E. Pak, On the pseudo-Riemannian spaces, J. Korean Math. Soc., 6, (1969), 23-31.

[83] J. S. Pak, J-H. Kwon, K-H. Cho, On the spectrum of the Laplacian in cosymplectic manifolds,
Nihonkai Math. J., 3, (1992), 49-66.

[84] T. Pal, M. H. Shahid, S. K. Hui, CR-submanifolds of (LCS)n-manifolds with respect to quarter-
symmetric non-metric connection, Filomat, 33(11), (2019), 3337-3349.

[85] M. Petrović, Composition of conformal and projective mappings of generalized Riemannian spaces
in Eisenhart’s sense preserving certain tensors, Book of abstracts of XXII Geometrical seminar,
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[98] N. Pušić, On quarter-symmetric metric connections on a hyperbolic Kaehlerian space, Publ. Inst.
Math., Nouvelle serie, 73(87), (2003), 73-80.
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